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Introducao

@ As equacdes de Maxwell descrevem fendmenos elétricos
e magnéticos em nivel macroscépico;

@ As leis do eletromagnetismo foram inicialmente formula-
das por Gauss, Coulomb, Ampére e Faraday;

@ James Clerk Maxwell reuniu essas leis e desenvolveu uma
teoria eletromagnética completa. As equag¢des ficaram
conhecidas como as equagdes de Maxwell;

@ Desde 1870, surgiram vdrias técnicas para resolver as
equagbes de Maxwell com condi¢des de contorno;

@ Inicialmente, as solugdes eram analiticas, limitadas a ge-
ometrias simples (retangulares, cilindricas, esféricas).

@ Para geometrias mais complexas, foi necessirio o uso
de métodos numéricos. O avanco dessas solucdes foi
possivel com o advento dos computadores.
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Equacdes de Maxwell

Os fendmenos eletromagnéticos s3o governados pelas equagoes de
Maxwell, que formam o conjunto de equacdes diferenciais parciais
apresentado abaixo:

VxE= —%—? Lei de Faraday
oD
VxH=J+ rr Lei de Ampére-Maxwell

V-D=p, Lei de Gauss
V-B=10 Lei de Gauss do magnetismo

- E: Campo elétrico (V/m);

- H: Campo magnético (A/m);

- D: Densidade de fluxo elétrico, ou indug3o elétrica (C'/m?);

- B: Densidade de fluxo magnético, ou indugdo magnética (Wb/m?);
- J: Densidade de corrente elétrica (A/m?);

- pu: Densidade de carga elétrica volumétrica (C/m?);
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Relacdes Constitutivas

Caracteristicas de materiais (relagdes constitutivas):
@ Permeabilidade magnética, p(H/m) B = [uH
@ Permissividade elétrica, e(F/m) D = [(|]E
J

o Condutividade elétrica, o(1/(£2.m)) = [¢|E
kin k2 ki3
[k] = ko1 koo kos Material anisotrépico
k31 ksz ka3

e Para materiais isotrdpicos, os tensores [k] se reduzem a escalares k.

@ No vécuo, =g =4m.1077, e = ¢g = #Tlcg =8854x10712 0=0

@ As propriedades constitutivas podem ser dependentes do campo
(materiais no lineares).

@ Podem variar no espago (materiais ndo homogéneos) .

@ A relagdo corrente / campo elétrico muitas vezes é escrita como:

_ fonte impressa (contro-
~ lada externamente)

J=0cE+J; J;
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Condicoes de Interface

As equacdes de Maxwell sdo validas nos pontos ordindrios do dominio.
Nos pontos ordindrios as caracteristicas do material sdo continuas.

E o que acontece nos pontos ndo ordindrios?
Analisando os limites da forma integral

das equacdes de Maxwell sobre as interfaces
de descontinuidade (desconsiderando cargas
ou correntes superficiais), conclui-se que:

Meio 1
H1,€1,01

e B, D e J tém seus componentes normais
continuos na interface: D1 -n = Dy -n;
By-n=DBy -n;Ji-n=Jz n;

@ FE e H tém seus componentes
tangenciais continuos na interface:
Hixn=Hy xn: F1 xn=Fy xn;

Meio 2
H2,€2,02

Caso existam cargas superficiais, ps, a equacdo para D é alterada:
(D2 — D4) - n = p,. Caso existam correntes superficiais, Jg, a equacgéo
para H é alterada: (Hy — Hqp) x n=J,.
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Condicoes de Contorno

Que condicées de contorno podem ser especificadas na fronteira do
dominio? Tipicamente, podem ser especificadas condicdes sobre:

@ As componentes normais de B, D e J;

@ As componentes tangenciais de E e H;

Exemplos:

1- Condicoes do tipo PEC: representam o efeito de um meio externo
condutor perfeito (o — o0). Pela lei de Ohm local, o campo elétrico deve
ser nulo para que a densidade de corrente seja finita. Entdo: n x E = 0.

2- Condicoes do tipo PMC: como ndo existem cargas magnéticas livres,
uma superficie PMC (Perfect Magnetic Conductor) ndo aparece
naturalmente. Porém, por dualidade, definimos uma superficie PMC
impondo i x H = 0. Um uso muito comum aparece na representacdo de
planos de simetria e na magnetostatica, na interface ferro-ar, onde a
indugcdo magnética é praticamente normal a superficie.
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Condicoes de Contorno

3- Condicoes de Silver-Muller:As fontes dos campos eletromagnéticos
do mundo real s3o localizadas (ndo nulas apenas numa regido limitada)

se as fontes n3o irradiam

0s Campos devem ser nu-
(cargas €m repouso, cor-

rentes estaciondrias) 230

se as fontes emitem

radiacdo eletromagnética os campos devem satis-
(cargas aceleradas, = fazer as condi¢des de ra-
correntes varidveis no diagdo r — o0

tempo)
A grandes distancias, os campos das ondas eletromagnéticas se
comportam de acordo com a condigdo de Silver-Muller

Tli)nc’)lo(\/ﬁer—r\/EE) =0 ou lim (VeE x r +r/pH) =0

Estas condicdes sao para os campos de ondas progressivas, aquelas se
afastam de suas fontes geradoras.
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Condicoes de Contorno

Em modelos numéricos, queremos simular o efeitos destas condigdes sobre
superficies préximas as fontes. Como primeira aproximacio, pode-se tentar
usar as préprias condicdes de Silver-Muller. Neste caso, elas sio reescritas

como
r(Hxi-n'E)=0
AxE—mmx (Hxn)=0
nxE-nHr=0
onde 17 = /g€ é aimpedancia intrinseca do meio
e Hr=nxHxn)
ou alternativamente,
nxH+7'Er =0 onde Er=ix(Exn)

Outros tipos de condigcdes absorventes serdo estudados posteriormente
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Técnicas de Resolucdo das Equacoes de Maxwell

Analisar problemas eletromagnéticos é dificil em ambientes complexos com objetos
de formas arbitrarias. A forma mais geral de andlise é por meio de modelos de
espalhamento (scattering):

@ Considera-se que o objeto estd num meio dielétrico e ¢é atingido por uma onda
eletromagnética. As correntes e cargas geradas no objeto causam uma onda
espalhada.

Diversos métodos numéricos sdo utilizados atualmente para simular esse fenémeno:

@ MoM (Método dos Momentos) — Method of Moments;

@ FDTD (Diferengas Finitas no Dominio do Tempo) — Finite Difference Time
Domain;

@ FEM (Método dos Elementos Finitos) — Finite Element Method.

D. Rozo (ICTIN/UFLA) Métodos Numéricos em Eletromagnetismo



Classificagdo de diferentes métodos numéricos de acordo com seu dmbito de trabalho

resolucion de problemas
grandes y complejos

Tamafio eléctrico del problema

v

Complejidad de los materiales

UTD: Teoria uniforme de la difraccion (uniform theory of diffraction); PO/GP: Optica fisica/éptica geométrica (physical
optics/geometrical optics); MLFMM: Método multipolo multinivel (muilti-level fast multi-pole method); MoM: Método
de los momentos (method of moments); FEM: Método de los elementos finitos (finite element method); FDTD:
Método del dominio temporal d f ias finitas (finite difference time domain).
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Técnicas de Resolucdo das Equacoes de Maxwell

Método FDTD:
@ Vantagem: A discretizagdo é flexivel para modelar estruturas com formas arbitrarias.

@ Desvantagem: A interagao entre objetos muito separados no espago exige muitas
células.Isso aumenta o uso de meméria e o tempo de computagdo.

Método de Equacio Integral (IE) com o Método dos Momentos (MoM):
@ Vantagem: ideal para analisar grandes regides com alta eficiéncia (Reduz a comple-
xidade do problema).

@ Desvantagem: requer andlise especifica para cada estrutura, dificultando aplicagGes
em geometrias complexas.

Em resumo:
@ FDTD: melhor para meios complexos (ex: corpo humano).
@ MoM: mais eficaz em meios condutores e problemas grandes (ex: antenas em avides,
carros, barcos).
@ Métodos hibridos (como UTD): usados quando o problema é eletricamente muito
grande.
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Técnicas no Dominio da Frequéncia

Baseiam-se na resolucdo do problema para cada frequéncia que se deseja analisar.
Geralmente, esses métodos resultam em uma série de equagdes lineares resolvidas
por meio da inversdo de matrizes, como no Método dos Momentos (MoM). Ao
aplicar esses métodos em meios ndo homogéneos e complexos, como dérgaos do
corpo humano, surgem dois desafios:

@ Caracterizacdo de meios complexos: Exige a derivacdo de equacdes especificas
para cada meio, o que pode ser trabalhoso.

@ Exigéncias computacionais: Para alta precisdo, é necessdria uma matriz de
grandes dimensdes, cuja inversao demanda alto processamento e memdria,
tornando o método computacionalmente intensivo.
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Técnicas no Dominio do Tempo

Definicao do método FDTD:
@ Técnica do dominio temporal que utiliza diferencas finitas dependentes do tempo
para resolver as equagdes de Maxwell.

@ Caso particular do método de diferencas finitas, padrdo para resolver equagdes di-
ferenciais parciais (EDP).

Vantagens em relacdo aos métodos de dominio frequencial:
@ Facilidade de implementacao em meios complexos: As propriedades dielétricas
podem ser atribuidas ponto a ponto na malha.

@ Ampla faixa de frequéncia em uma tnica simulacdo: Usa um sinal temporal com
alto contelido espectral para obter informa¢bes em larga banda.

Desvantagens:

@ Necessidade de malhamento: Requer discretizagdo da estrutura e do volume ao
seu redor.

@ Tempo computacional elevado: Simulagées demandam grande tempo de
€Xecuc¢ao.
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odo das Diferencas Finitas no Dominio do Tempo - FDTD

Baseia-se em diferencas finitas e incrementos de tempo para calcular a in-
tensidade do campo em cada ponto do espa¢o e em cada instante de tempo.
Permitindo uma andlise temporal detalhada do fenémeno eletromagnético com
uma interpretac3o fisica mais intuitiva. Opera sobre um dominio de simulagdo
especifico, discretizado no espaco e no tempo.

Capaz de modelar geometrias e materiais diversos (condutores, dielétricos,
materiais magnéticos, tecidos bioldgicos, etc.) e cendrios de incidéncia com-
plexos, incluindo estruturas arbitrarias e materiais com perdas ou dispersao,
que seriam dificeis de tratar analiticamente ou com outros métodos numéricos.

Eficiéncia Espectral: Obtém resultados em amplo espectro de frequéncias
com um Unico célculo, usando pulsos de banda larga e pds-processamento por
FFT (Transformada Répida de Fourier).

Método de Onda Completa: N3o faz aproximacdes além da discretizacdo
das derivadas espaciais/temporais por diferencas finitas, preservando a pre-
cisdo fisica.
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FDTD

Desvantagens

@ Necessidade de malhar n3o sé a estrutura, mas também seu entorno, aumen-
tando memdria e tempo de processamento.

@ Exige condi¢des de contorno absorventes (ABC) para simular radiagdo no
infinito.

@ Dificuldade em modelar contornos curvos com precisdo (solu¢do possivel com
aproximagdo escalonada).

@ Implementacdo de fontes radiantes e transformac¢des de campo préximo para
campo distante.

@ Custo computacional alto, mas mitigado pelo avango tecnoldgico.
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FDTD

Aplicagées

e Compatibilidade Eletromagnética (EMC).

@ Problemas de Espalhamento Eletromagnético.

@ Interacdo com o Corpo Humano: Simulacdo do efeito de antenas de
celulares e linhas de alta tens3o no organismo humano (BioEM).

@ Antenas microstrip, Influéncia de radomes (ctpulas protetoras) em an-
tenas, Antenas sobre planos ou substratos finitos.

@ Propagacdo em Fibras Opticas.

@ Circuitos de Microondas.
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FDTD

Exemplo de Aplicacdo

FDTD-3D aplicado a um dipolo de meia onda

cm 100

30 4
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FDTD

Exemplo de Aplicacdo

FDTD-3D aplicado a um dipolo de meia onda
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Equacdes de Maxwell para FDTD

As equacdes bdsicas do FDTD para as equacdes de Maxwell baseiam-se
exclusivamente nas equacdes (1) e (2), as quais podem ser reescritas por:

- 9E .=
VXH—EE—FO’E—FJ,
~ oH L
VXE:—[,LE—O'",H—M,
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Equacdes de Maxwell para FDTD

As quais podem ser expressas por:

9E 1 P

E—EVXH—E(O’E'F,)
OH 1 U
E——;VXE—;(O’ H‘I‘M,)
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Equacdes de Maxwell para FDTD

As equacdes anteriores sdo compostas por duas equagdes vetorias, as quais
podem ser decompostas em trés equagoes escalares em 3D. Assim, as
equacdes de Maxwell podem ser representadas pelas seis expressoes a
seguir no sistema Cartesiano (x,y,z):

9E, 1 [8M, OH, ]
O — Y GCE, — J;

Ot ey | Oy 9z % "
OE, 1 [0H, OH, ‘
at e, | 9z ax —UyEy_le_
OE, 1 [0H, OHs ]
== |- —o7E —J;

ot =, | Ox Ay e 7]
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Equacdes de Maxwell para FDTD

OH, 1 [0E, OE, ‘
- — - me — Mr’
ot x| 0z dy 7x x_
OH, 1 [0E, OE ‘
9y _ = _ my M
ot  p, | ox oz T
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Equacdes de Maxwell para FDTD

@ Os pardmetros ey, €, e £, sdo associados aos componentes do campo
elétrico E, E, e E; por meio das relagbes constitutivas Dy = e, E,,
D, =¢,E, e D, = ¢, E,, respectivamente. De maneira similar, os
parametros fi,, pi, e [, sao associados aos componentes do campo
magnético Hy, H, e H,.

@ Decomposicdes similares podem ser obtidas para outros sistemas
ortogonais de coordenadas.

e O algoritmo do FDTD (algoritmo de Yee) divide a geometria do
problema em uma malha discretizada, sobre a qual os componentes
do campo elétrico e magnético sdo posicionados, e resolve as
equagdes de Maxwell no tempo (em intervalos discretos de tempo).

@ Isso pode ser obtido a partir da aproximagdo das derivadas espaciais e
temporais nas equacdes de Maxwell por diferencas finitas.
Posteriormente, obtém-se um conjunto de equagdes que calcula os
valores de campo em um instante futuro a partir de valores de campo
em instantes passados.
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Calculo de derivadas de funcbes por diferencas finitas

Considere uma funcdo continua (). A expressdo da derivada de f(x) no
ponto x (diferenga positiva) pode ser escrita como:

f'(x) = lim

r— Ax x x+ Az
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Calculo de derivadas de funcbes por diferencas finitas

Como Ax # 0, a derivada de f(x) pode ser aproximada por:

F(x) ~ f(x—l—AAx)z — f(x)

A derivada de f(x) é a inclinagdo da curva vermelha tracejada da Fig.
anterior.
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Calculo de derivadas de funcbes por diferencas finitas

Outra maneira de calcular f'(x) consiste em usar diferen¢a negativa, que
resulta em:

f(x) — f(x — Ax)
Ax

f'(x) ~

r—Azx x z+ Ax
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Calculo de derivadas de funcbes por diferencas finitas

Finalmente, pode-se também obter f'(x) calculando-se a média dos
resultados anteriores:

_ fx+ Ax) — f(x — Ax)

- 2AXx

F'(x)

fla+ Ax)

r— Ax T x+ Ax
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Calculo de derivadas de funcbes por diferencas finitas

e Uma andlise cuidadosa das Figs. anteriores indica que as trés
maneiras de se calcular f/(x) resultam em erros.

@ A magnitude (ordem) do erro do cdlculo de f’(x) pode ser obtida
analiticamente usando a expansdo em série de Taylor para f(-).

D. Rozo (ICTIN/UFLA) Métodos Numéricos em Eletromagnetismo



Calculo de derivadas de funcbes por diferencas finitas

A expansdo em série de Taylor para f(x + Ax) pode ser expressa por:

(8x)?
2

(Ax)*

f(x + Ax) = f(x) + Axf'(x) + 5

f”(x) + fm(x) +...

a qual pode ser rearranjada para obter f'(x):

_ f(x+ Ax) — f(x)  (Ax) Ax
6

! ( )2 i
f'(x) Ax 5 f(x) — ——Ff"(x)—...

que pode ser expressa por:

() = EEBI T 4 o(ns

em que O(Ax) representa o termo do erro.
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Calculo de derivadas de funcbes por diferencas finitas

Analisando a expressdo, pode-se concluir:

e O termo mais significante em O(Ax) é Ax/2 e a ordem de Ax neste
termo mais significante é 1.

@ Portanto, a aproximacdo da fung¢do por diferenga positiva possui
precisao de primeira ordem.

@ A interpretacdo da precisdo de primeira ordem é que o termo mais
significativo no erro introduzido pela aproximacgdo é proporcional a
discretizagdo (Ax). Se a discretiza¢do (Ax) for reduzida a metada, o
erro também se reduz a metade.
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Calculo de derivadas de funcbes por diferencas finitas

De maneira similar, a expansio em série de Taylor para f(x — Ax) pode
Sser expressa por:

x)? x)3
f(x — Ax) = f(x) — Axf'(x) + %f”(x) - %f’”(x) +...

a qual pode ser rearranjada para obter f'(x):

X)2
f(x) — 7(A6 ) F(x)+ ...

pipg = 1= Flx=8) | (89)

que pode ser expressa por:

f(x) — f(x — Ax)
Ax

f(x) = + O(Ax)
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Calculo de derivadas de funcbes por diferencas finitas

A diferenca entre a expans3o em série de Taylor para f(x + Ax) e
f(x — Ax) pode ser expressa por:

f(x + Ax) — f(x — Ax) = 2AxF"(x) + 2

a qual pode ser rearranjada para obter f'(x):

f(x+Ax) — f(x — Ax)  2(Ax)

2
o 5 f(x)+...

f'(x) =

que pode ser expressa por:

f(x + Ax) — f(x — Ax)
2Ax

fi(x) = +0((8x)?)
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Calculo de derivadas de funcbes por diferencas finitas

Analisando a expressao, pode-se concluir:

e O termo mais significante em O((Ax)?) é (Ax)?/3 e a ordem de Ax
neste termo mais significante é 2.

@ Portanto, a aproximacdo da funcdo por diferenca central possui
precisdo de segunda ordem.

@ A interpretacdo da precisdo de segunda ordem é que o termo mais
significativo no erro introduzido pela aproximacao é proporcional a
discretizagdo ((Ax)?). Se a discretizagdo (Ax) for reduzida a
metade, o erro se reduz por um fator 4.
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Calculo de derivadas de funcbes por diferencas finitas

Em resumo:

f(x + Ax) — f(x)

f(x) = Ax + O(Ax)
Flx) = FX) = fA(;‘ —A%) | o(ax)
rio) = PR o
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Calculo de derivadas de funcbes por diferencas finitas

Exemplo

Exemplo: considere a fungdo f(x) = sin(x)e~%3%, ilustrada a seguir:

08

flx)

0.4+t

.06}

-081
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Calculo de derivadas de funcbes por diferencas finitas

Exemplo

O grafico de f'(x), usando as aproximagdes obtidas anteriormente, é

ilustrado a seguir:

08

0.6

04r

02r

f'()

-0.2r

.04t

-06F

-081
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Calculo de derivadas de funcbes por diferencas finitas

Exemplo

O erro de f/(x) para Ax = /5, usando as aproximagdes obtidas
anteriormente, é ilustrado a seguir:

02 T
\ — — forward difference
—-—- backward difference
central difference

015

01

0.05

error [f'(z)]

D. Rozo (ICTIN/UFLA) Métodos Numéricos em Eletromagnetismo



Calculo de derivadas de funcbes por diferencas finitas

Exemplo

O erro de f’(x) para Ax = 7/10, usando as aproxima¢des obtidas
anteriormente, é ilustrado a seguir:

02
— — forward difference
—.—- backward difference
Ar =7/
015 Az =x/10 central difference

error [f'(a)]

-0.1 7

-0.15

-0.2
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As equacdes de diferencas finitas para as equacdes de Mawell no dominio
do tempo foram propostas por Yee em 1966. Em resumo:

@ As equacdes de Maxwell s3o representadas na forma discreta, tanto no
espaco quanto no tempo, empregando derivada por diferenca central;

@ Os componentes do campo elétrico e magnético sio calculados em
posicoes discretas tanto no espaco quanto no tempo;
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Equacdes FDTD

O método FDTD supde um dominio 3D fechado o qual é subdividido em
N células:

(Nx,Ny,Nz)

Figura: Dominio computacional FDTD composto por (N, x N, x N, células de
Yee)
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Equacdes FDTD

Yee propos uma relacdo geométrica para os componentes dos campos E e
H em um cubo, representando, dessa maneira, a forma integral e
diferencial das equacdes de Maxwell.

@ cada componente do campo
magnético (azul) é circundado

e (i+1,j+1,ks1)
por quatro componentes do
campo elétrico (vermelho),

Az simulando a lei de Faraday;
l @ cada componente do campo

elétrico (vermelho) é circundado
por quatro componentes do
campo magnético (azul),
simulando a lei de Ampere.
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Equacdes FDT

O algoritmo FDTD amostra e calcula os campos E e H em instantes
discretos de tempo; entretanto, os componentes dos campo elétrico e
magnético ndo sdo amostrados nos mesmos instantes de tempo. Para um
periodo At:

@ os componentes do campo elétrico sao amostrados em instantes 0t,
At, 2At, ..., nAt;

@ os componentes do campo magnético s3o amostrados em instantes
1/2t, (1+1/2)At, ..., (n+1/2)At, .. ;

Os componentes de campo precisam ser referenciados tanto pelos indices
espaciais, que indicam suas posicdes no espaco, quanto por seus indices
temporais, os quais indicam seus intantes de tempo:

@ o componente z do vetor campo elétrico posicionado em

((i —1)Ax,(j — 1)Ay, (k — 0.5)Az) e amostrado no instante de
tempo nAt é refenciado como: EP(i,j, k)
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Equacdes FDTD

As propriedades dos meios materiais (permissividade, permeabilidade e
condutividade elétrica e magnética) so distribuidas na malha FDTD e
associadas aos componentes de campo:

e (i,j+1,k+1)

o ike) ‘

s (bjk+l)
o (i1, Kpy K

1,j,k+1)

) sz(i+1 Sj+1,k)
< (i)

o #y(i,i,K)

&, (i1,

K)

L i+1,j,K
node (L1,K) Bt

& irk)
E Y. X

Figura: Pardmetros materiais indexados a célula de Yee
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Equacdes FDTD

Consideremos agora as equacdes de Maxwell na forma escalar, as quais
podem ser expressas em termos de diferencas finitas. Vamos iniciar com:

9E. 1 [0H, oH,
e I G — U
at Ex | Oy Oz Ixx
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Equacdes FDTD

Usando diferengas finitas em JE,/Jt, e a partir da Fig. anterior, obtém-se:

En+1( ,J,k) E"(I',j,k) _ 1 n+1/2(f J‘, )— H;H_l/z(l',j— 1,/()
At iy k) Ay
1 Hn+1/2(l,_j, ) Hn+1/2( ,J',k _ 1)
ex(i, 4, k) Az
ax(iJ, k) pnt12, . 1 n+1/2. .
7E i 7k - —J 5 ,k
TR e v S
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Estabilidade Numérica

A estabilidade numérica do método FDTD é determinada pela condicio de
Courant-Friedrich-Levy (CFL), a qual estabelece que:

1

<7

- 1 1 1
C\/ Ay T By T B

onde ¢ é a velocidade da luz no espaco livre. A equacdo anterior pode ser
reescrita como:

At

1 1 1
C“\/ @2 e T =
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Estabilidade Numérica

Para malhas regulares onde Ax = Ay = Az, tem-se:

Ax
cV3

At <

Para o caso 1D, tem-se:

At < Ax/c

D. Rozo (ICTIN/UFLA) Métodos Numéricos em Eletromagnetismo



Problema Espalhamento - Esfera

Discretizagdo com outro método numérico
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Problema Espalhamento - Esfera

Resultados RCS com outro método numérico

RCS DIEL SPHERE - Phi = 0

0+ — Analytical
—=-- DGTD GPU LTS 2

—-10 4

-15 4

Bistatic RCS (dBsm)

—20 4

T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175

Theta (Degrees)
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Problema Espalhamento - Esfera

Resultados RCS com outro método numérico

RCS DIEL SPHERE - Phi = 90

0+ — Analytical
—=-- DGTD GPU LTS 2

-15 4

—-20 4

—25

Bistatic RCS (dBsm)

—3p0

—35

F)

T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175

Theta (Degrees)
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