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CHAPTER FOUR
R

Transmission Lines




= Tipico condutor utilizado em linhas de transmisséo.
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= Tipico circuito impresso.
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FIGURE 4.3 The per-unit-length equivalent circuit of a two-conductor line for the
TEM mode of propagation: (a) the equivalent circuit for a Az section; (b) modeling the
entire line as a cascade of Az sections from which the transmission line equations are
derived in the limit as Az — 0.



= Introducao

— Uma linha de transmissdo € um meio de propagacao de sinais
elétricos.

— Pode ser constituida por:
— Dols condutores paralelos
— Duas placas paralelas

— Dois condutores coaxiails

— De maneira geral pode ser constituida por dois condutores
separados por um dielétrico.



= Introducao

= A analise do comportamento de uma linha de transmissédo pode
ser feita de maneira rigorosa através da teoria eletromagnética.

= Aqui, no entanto, seguiremos um caminho alternativo,
empregando o metodo tradicional baseado na teoria de circuitos
de elementos distribuidos.



= Introducao

— Secao infinitesimal de uma linha de transmissao.
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Fig.l - Linha de transmissio uniforme.



= Introducao
= Onde:

— R= Resisténcia série da linha por unidade de comprimento [QQ/m]

= L= Indutancia série da linha por unidade de comprimento [H/m]

— C= Capacitancia paralela da linha por unidade de comprimento
[F/m]

— G= Condutancia paralela da linha por unidade de comprimento
[S/m]



= Introducao

= Aplicando a lel das malhas de Kirchhoff ao circuito:

-

e(x.t)=RAx . i(x+Av.t)+ LAy . & (x+ Av.) we(x+ Axt) (1)

ct

= onde e(x,t) e i(x,t) sdo as variaveis dependentes mais usuais e

13 b4 1R2,

X e "t sao as variaveis independentes (espaco e tempo).

= Dividindo (1) por Ax e rearrajando 0s termos, temos:

R+ L= |i(x+Axd)= -
| &t |

e(x+Ax.r) — elx.1)

Ao @)




= Introducao

= Vejamos agora, a lei dos nos de Kirchhofft:

x+Ax ) =i(x.t) — GAx . e(x.t) — CAx . Hi e(x. 1) (3)
ct

— Substituindo (3) em (2), tem-se:

iR+ ] [(uj G.Axe(x.f)— C_‘u;e[xrj] EEIJrlrﬁ_EEJ‘:I:' (4)

ct



= Introducao

— O modelo assumido fica mais proximo da situacéao real a medida
gque Ax tende a zero. Aplicando o limite na eq.(4), para Ax - 0,

tem-se:

-~

RAL = | i(xd) = -
ct |

-~

a
— &lx.1)
Cx

— E importante observar que o 2°

(5)

membro de (4) da origem ao

negativo da derivada parcial da tensao e(x,t) na linha em relacao

a X.



= Introducao

— Reescrevendo a eq.(3) numa forma mais apropriada e dividindo
por Ax, obtém-se:

d Hx+Ax.f) — i(x1)
G+C — x.f) = —
| EI_l EI:-IL-:] Ax (6)

— Fazendo o limite de (6) quando Ax - 0, tem-se:

G+C 2| e = - = itn @




—=A ed.(b) indica que ha queda de tensdo com a distancia x na
linha pela passagem da corrente nos elementos R e L em série na
linha.

-1 -1

RAL —|i(xnd) = - — e(x.d
ct |

Cx

—=A eq.(7) mostra que ha queda de corrente com a distancia x na
linha devido a existéncia de tensdao nos elementos paralelos (de
fuga) da linha, ou seja G e C. Sao correntes que retornam antes do
sinal no fim da linha.

G+C—|E[1;!.‘j——

E.

H(x.1)

CX




EquacOes diferenciais da linha expressas somente em funcao
da tensao ou somente em funcao da corrente

—=Diferenciando-se a eg.(5) em relacao a x, e a eq.(7) em relacao a

t, para eliminar a corrente.

_R L —_I i(x,0) = - i e(x,1)
crl | Cx
R— (x. Ij+£ i x. I:]———E'[:T t)
chx chec't che”

C

ct ! CX

G C h e(xt) = — ‘—_:'1_’.1'.5] /

G— e(x.f)+C —e(x,7) = -

-
- 2

i, t)

ct ct cxct

(8)

9)



EquacoOes diferenciais da linha expressas somente em funcao
da tensao ou somente em funcao da corrente

—=Substituindo-se (9) em (8) e utilizando para o 1° termo de corrente
de (8) o seu valor em tensao fornecido pela eq. (7), temos:

-

— RGe(x.t)-RC < e(x,)-LG=e(x.t)- LC < e(x.0) +—e(x.8) =0 (10)

ct ct ct cox

—Rearranjando (10) e omitindo a dependéncia (x,t) para uma
melhor visualizacao, temos:

"L ICZE_(RC+IG) E -RG . e=0 (11)

- ct

coe o't



— EquacoOes diferenciais da linha expressas somente em
funcao da tensédo ou somente em funcéo da corrente

= De forma analoga, pode-se obter uma eq. diferencial parcial so
em funcao da corrente, diferenciando-se (5) emrelacadoate e (7)
em relacédo a x. O resultado é :

T T

© L ICZE_-(RC+IG) = -RG.i=0 (12)

ch” ct- ct

= As egs. (11) e (12) sao conhecidas como equacoes diferenciais
parciais de onda.



Linha n&o dissipativa ideal ou sem perdas

—Nessa condicao temos: R=G =0

—Neste caso, as egs. (11) e (12) se simplificam para:

-
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e(x.t) = LC f— e(x 1)

ct”

-

CX

-

d° . gt
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ct”

(13)

(14)



= Verifiguemos que uma solucéo para a eq. (13) é:

e(x,t) = f,(t-JLC x) (15)

— Onde f, € qualquer funcdo univoca do argumento (t-vLC Xx) .
Alem disso f; tem dimens&o de tensao (dada em volts, no
sistema internacional).



c: s
— e(x.t) = LC — e(x.1)
c” ct

Linha nao dissipativa ideal/sem perdas

—Vejamos se a ed. (15) € uma solucao da eq. (13).
% e(x.t) = -JLC f; (t-LC x) (16)

—onde f'; significa a derivada de f; em relacdo ao argumento
composto  t-+/LC.X

2
5_2 e(x,t)=LC f; (t—+/LC X) (17)
X

—=que € 0 1° membro da eq. (13).



2
o e(x,t)=LC f1" (t—+/LC X)

X2
=0 2° membro da eq. (13) fica:
0° 0° :
LC — e(xt) = LC— fi(t-+/LC x)=LCf; (t—+/LC x) (18)
ot ot

—Comparando (17) com (18), observa-se que a expressao (15) é
realmente uma solucao para a eq. (13).

— e(xt)=1({t-vLC X) corresponde a uma onda de tensdo
propagando-se para a direita (na direita de x crescente).



= Linha nao dissipativa ideal ou sem perdas

= A funcéo f; é a forma de onda que se propaga e tem a ver, na
verdade, com o sinal que foi injetado na linha. Note que para
X =0 a ed.(15) fornece

e(0,t) = f,(t) (19)

— 0U seja, a tens&o no inicio da linha (em x = 0) é a funcao f,, que
representa a forma do sinal injetado na linha. A eq. (19) é pois,
uma condicao de contorno para a solucao da tensao e(x,t) na
linha.



= Linha nao dissipativa ideal ou sem perdas

— Para efeito de visualizacdo do fenOmeno de onda, suponha um
caso genérico para f;, como diagramado abaixo:

| e(x ’:)‘ % "f:(‘f & \/ZE")
a) instante t = 1, ' ( p
— X -
iy o e=f{1,- VICx)
b) instante t = t,> 1, E h
e
—onde v=1/JLC= Axmv (1,1, = VA

Perturbacao de tenséao viajando na linha ideal.



= Linha nao dissipativa ideal ou sem perdas

— Suponha que haja um observador montado na onda, no ponto
marcado P. Ele deve ver a perturbacdo (onda) parada. O
argumento t—+/LCX permanece constante para ele, ou seja:

t—+VLC x=K (20)
— Fazendo-se a derivada em relacédo ao tempo da eq.(20) tem-se:
dx
— JLC —==0 . adx
dt —=v=1/+/LC [m/s] (21)

dt



= Linha nao dissipativa ideal ou sem perdas

= A eqg. (21) indica que a perturbacdo ou onda se move para a
direita (x crescente) com a velocidade de propagacao indicada
em (21).

— Observe de (20) que, se o tempo t aumenta (0 tempo passa), X
deve crescer para que se mantenha a constante K.



= Linha nao dissipativa ideal ou sem perdas

— Como num problema de causa e efeito observa-se que associada
a onda de tensao expressa na eqg. (15), deve existir uma
correspondente onda de corrente. Tentemos uma correspondente
onda de corrente para a direita como sendo:

f,(t—+/LC X) (22)

1(X,t) = -

— onde Z, deve ser determinada.



= Linha nao dissipativa ideal ou sem perdas

— Substituindo (22) na eq. (5) (com R = 0) tem-se:

.2 {fl(t—«/ﬁx)} __ 0 ft-JICx) =
ot OX

Zy

— Zifl'(t—ﬂx)zﬂfl'(t—\/ﬁx) (23)
0



= Linha nao dissipativa ideal ou sem perdas

— Para que (23) seja verdadeira, € necessario que a constante
arbitrada Z, verifique a relagao: L/Z,=+LC ou Z,=L/V/LC

=Ouseja, Z,=R,=+/L/C [Q] (24)

— A grandeza Z, € conhecida como a impedancia caracteristica
da linha sem perdas, e € dada em Q quando L é dado em H/m, e
C em F/m. Para a linha sem perdas, como se nota de (24), Z, é
um numero puramente real, ou seja, Z, = R,, pois L e C sé&o
sempre numeros reais positivos. Desta forma a expressao (22) é
de fato a solucdo de corrente associada a solucao de tensao

expressa na eq.(15).



= Linha nao dissipativa ideal ou sem perdas

— Nota sobre a convencéao de sinais:

i(x, 1)

EEam FI0 SUPERIOR
______ - S —
e(x, 1)
- F10 INFERIOR
____________
i(x, 1)
e

= Fig. 3 — Convencao de sinais para tensao e corrente na linha



= Linha nao dissipativa ideal ou sem perdas

— As solucdes ja encontradas de tensédo (eq.(15)) e a sua
correspondente solucao de corrente (eq.(22) sao ambas
perturbacdes que viajam para a direita (x crescente, na notacao
da Fig.3). Para que as solucdes de e(x,t) e de i(x,t) se completem
€ necessario incluir tambéem a possibilidade de se ter onda
viajando para a esquerda, ou seja, no sentido de x decrescente.
Sendo assim, vamos incluir também a solucao abaixo para a eq.
diferencial (13).

e(x,t)=f,(t++/LC x) (25)



= Linha nao dissipativa ideal ou sem perdas

— A correspondente solucao para a corrente pode ser encontrada

se imaginarmos gque esta solucao difere de (25) apenas por uma
constante, ou seja,

1(x,1) =

f,(t+ VLC X) (26)
K

— Uma substituicdo de (26) na eq.(5) (com R =0 ) indica que (26) &
a correspondente solucao de corrente desde que a constante K

seja igual a —Z,. A solugcao procurada para a corrente que viaja
para a esquerda é entao :

f,(t+ JLC X)
2 (27)

i(x,t)= -



— Depois de toda esta discussdo sO nos resta colecionarmos as
varias solucoes de tensao e de corrente para as eqs. Diferenciais
parciais (13) e (14) da linha ideal, ou seja:

e(x.t)=f,(t—JLC x)  + £ (t+JLC x)
>

<
Propagacdo p/ direita Propagacdo p/ esquerda (2 8)

)= [ fe—ICx) - f(t+VIC %) ]

> «

(29)

Propagacdo p/ direita Propagacdo p/ esquerda

— O sinal negativo para a 2 2 parcela de (29) advem da convencao
de sinais de tensé&o e de corrente ja adotada.



— Reflexdes na linha sem perdas. Coeficientes de reflexao de
tenséo e de corrente

— As solucdes (28) e (29) encontradas na secc¢ido anterior deve-se
fazer uma consideracao. Ha obviamente a possibilidade de que f,
seja uma funcao completamente independente de f,. Este seria o
caso de se ter duas fontes de tensao independentes; f; no lado

esquerdo (x = 0) de uma linha finita, e f, no lado direito (x = ¢)
desta mesma linha. Como o sistema ¢ linear, a solucao completa

da tensdo e(x,t) na linha € a soma das solucdoes obtidas
iIndividualmente.



— Reflexbes na linha sem perda. Coeficientes de reflexao de
tensao e de corrente

= Entretanto, nesta sec¢ao, estamos interessados no caso em que f,
nao é uma funcao qualquer independente de f,. Pelo contrario, as
perturbacoes f, e f, podem ser fortemente dependentes, uma vez
gque uma pode ser simplesmente a reflexdo da outra num ponto
gualquer de descontinuidade da linha.



— Reflexdes na linha sem perda. Coeficientes de reflexdo de
tenséo e de corrente

— Antes de se atacar o problema das reflexdes na linha ideal,
facamos uma notacao mais adequada, ou seja:

fit=vLC x) = e (x,0) fensdo p/ a direita(30)
£+ [1C X) = e (x.1) tensdo p/ a esquerda  (31)
L _ZV LC x) _ ¢ (Zx"f) = " (x,1) corrente p/ a direita  (32)

0

0
— ++V LC x —e (X
JAG Zﬁ DI Z(”) () corrente p/ a direita (33)
0

0




— Reflexdes na linha sem perda. Coeficientes de reflexdo de
tenséo e de corrente

= Suponhamos uma linha de transmissao ideal terminada em x = ¢
[m] por um resistor de carga R, [Q], como ilustrado na Fig. 4.

e &
i - —- -
Zﬁ = Ik a (2] EL_ e =R i
ao gerador i i & e

Fig.4 - Reflexdo na carga.



— Reflexdes na linha sem perda. Coeficientes de reflexdo de
tenséo e de corrente

— As tensO0es e as correntes totais na carga devem estar
relacionadas pela lei de Ohm:

= =R, (34)
IC
S T8 R (35)
I+

—Onde o indice “c” significa tensdes e correntes na posicado da
carga.



— Reflexdes na linha sem perda. Coeficientes de reflexdo de
tenséo e de corrente

— Usando as relacdes (32) e (33), tem-se:

e. +e, _n
e, & (35a)
Z0 ZO

- e i + :
= Dividindo o numerador e o denominador por €. e rearranjando
0s termos, obtém-se :

& _Re—2Zp
ec Rc+Zo

(35b)



— Reflexbes na linha sem perda. Coeficientes de reflexao de
tensao e de corrente

o — + . . . ~
= A relacdo € /€: é conhecida como coeficiente de reflexdo de
tensao I, na posi¢ao da carga, ou seja:

r=% - %% (36)
e, R.+Z,

—Na eq. (36) nota-se que o unico valor de R, que evita as
reflexbes é R, = Z, = R, [Q]. Neste caso, [, =0 e e =T;.ef =0



— Reflexbes na linha sem perda. Coeficientes de reflexao de
tensao e de corrente

— Para os casos extremos de Rc =0 (curto) e Rc = (aberto)
tem-se T.=-1 e I,=+1 , respectivamente. Para estas duas
situacOes tem-se:

= e; =-€4 € e; =eg, respectivamente

— O caso de terminacdo em curto Rc =0 [Q] pode ser entendido
da seguinte forma. Se incidir uma tensao eC =1V na carga, ha a
criacao instantanea de uma tensao refletida e de valor -1V, ou
seja, de valor contrario uma vez que no curto I, =-1 . Atensao
total no curto deve ser igual a zero.



— Reflexbes na linha sem perda. Coeficientes de reflexao de
tensao e de corrente

= O coeficiente de reflexdo de corrente I na posicao da carga
pode também ser definido de forma analoga aquela ja feita para
tensdo. Pode-se mostrar que a expressédo de I, é dada por:

. | Z,—R
F - C — 0 ¢ — -F
A N R +Z, - (37)

—> a consideracoes de reflexdo de corrente, para os varios casos de
R. sao semelhantes aquelas ja feitas para a tensao.



— Coeficientes de transmissao de tensao e de corrente na
posicao da carga.

= Referindo-se novamente a Fig. 4, pode-se definir o coeficiente de
transmissao de tensao na posicao da carga como sendo:

tensao total €c

F = =
" tensdoincidente el (38)

—Para obter I, vamos utilizar a relagdo abaixo ja obtida
posteriormente:
€c

=R
P c
SR

Loy <Ly




— Coeficientes de transmissao de tensao e de corrente na
posicao da carga.

. +
= Vamos dividi-la por €¢

e./eq _R.
1 e 1
Zo ef Zo
e R
LT =—=—= (1-T) (39)

ec 2o



— Coeficientes de transmissao de tensao e de corrente na
posicao da carga.

— Usando o valor de 1 ja obtido na eq. (36), tem-se:

. e 2R
c=—= =
ec  Re+Zo

(40)

= O coeficiente de transmissao de corrente ¢ na posicao da carga
pode ser obtido de modo analogo, encontrando-se :

T' B | B ZZO (41)

C
N R + Z,




— Diagrama "Zig-Zag" para as reflexdes na linha.

= As multiplas reflexdes que podem ocorrer numa linha podem ser
melhor visualizadas, fazendo uso do chamado diagrama "zig-
zag". Este diagrama serd explicado mediante a aplicacdo do
mesmo problema simples.

—Seja 0 caso de uma linha sem perdas R = G = 0 (ver Fig. 6)
excitada por um degrau de tensao de amplitude E volts, no
Instante t = 0 e na posicao x (entrada da linha).

— A condic&o de contorno é entéao:

e(0,t) = > u(t) V] (42)
—onde u(t) &€ a notacao para o degrau unitario.



= Diagrama "Zig-Zag"” para as reflexdes na linha.

) 7]

= Fig. 5 — Degrau unitario de tenséo ocorrendo emt = 0.



= Diagrama "Zig-Zag"” para as reflexdes na linha.

= Fig. 6 — Exemplo para aplicacao do digrama “zig-zag”.

R, = 2R,



Diagrama de Reflexdes

E=300V  Z,=50Q, R, =R,=150,0

=

!
R
|

!



r, =0.5

v, = 75 volts

v, =79 + 3.5
18.75 =
131.25
volts

V, = 131.25 +
9,375 +
4. 6875 =
145.3125
volts

v, = 14531 +
2.34375 +

o

27T
+

4T

6T

1.171875 =

148.828
volts

v, = 148.828 +

8T

0.5859375 +
0.2929687 =

149,707
volts

10T

SENDING END

75 volts

37.5 volts
18.75 volts

g9.375 volts
4.6875 voits

2.34375 volts
1.171875 volts

0.5859375 volts
0.29296 volts

0.146484 volts

3T

5T

7T

9T

<
I

<
"

=05

v, =0

v, =754+ 375 =
112.5 volts

1125 + 18.75
+ 9.375 -
140.625 volts

<
B
Il

140.625 + 4.6875
+ 2.34375 =
147.65625 volts

147.65625 + 1.17187
+ 0.5859375 =
149.414062 volts

v, = 149.414062 +
0.29296 +
0.146484 =
149.8534 volts

RECEIVING END



149.41 volts
140.62 volts 147.65 volts

112.5 volts
. l . 1 1 | |
131.25 volts 145.31 volts 148.83 volts
75 volts T s ——————
; l i - : 1 1 |

Figure 8-9. V and V, a< functions of time.
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0
i, = 1.5 amps
27T
i, = 1.5 — 0,75
+ D375 =
1.125 amps
47T
i = A N2E
0. 18725 <+
0.09375 =

1.0312 amps
67
i = 1T.0312 —
0.046875 +
0.023475 =
1.0078 amps
87T
i, = 1.0078 —
0.11718 +
0.005859 =
1.0018 amps

YO s

SENDING END

1.5 amps i, = 0amps
¥ ﬁ\‘
=077 s i, =0+ 1.5+ (-0.75)
3T W,
—0.1875 amps ¥, = ((3.7051-;705.:)575 “*
+0.0937 — V. =
S SRR 0.8375 amps
5T ~=—_
—0.046875 amps i, = 0.9375 + 0.08375
— 0.046875 =

4+0.023437 amps
0.884375 amps

75 1

i, = 0.984375 + 0.023437
- 0.01171875 =
0.99609 amps

—0.011718 amps
+0.005859 amps

o7

—0.002929 amps

RECEIVING END

Figure 8-10. Current Bounce Diagram.
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Figure 8-11. / and /, as functions of time.



EXEMPLO Diagrama "Zig-Zag" para as reflexdes na linha.

—A fonte de tensao € real, e tem uma resisténcia interna R, que, no
exemplo dado, coincide com a Iimpedancia (ou resisténcia)
caracteristica da linha. Ou seja, Ry =Rg=+/L/C Tarhbém, neste
caso, o resistor de carga vale R, = 2R, [Q].

—Uma vez que a linha fornece ondas como solucao para a tensao
e para a corrente, o degrau gerado na boca da linha sai viajando
pela linha, com a velocidade de propagacdo v=1/+/LC | m/s |

[55 degrau de tensao deve atingir

|
—Depois de decorridos t=T Y

a carga colocadaem x =¢.



= Diagrama "Zig-Zag"” para as reflexdes na linha.

— Para a construcao do diagrama "zig-zag" de tenséo € necessario
obter os coeficientes de reflexdo na posicéo do gerador (I'y).
— No exemplo dado tem-se:

r - R, -Z, _ 2R -R, _ R _ 1 (43)
R + Z, 2R, + R, 3R, 3
R,— Z R, - R
M= 42— = *+—2% =0 (44)




= Diagrama "Zig-Zag"” para as reflexdes na linha.

— O diagrama "zig-zag" de tensao esta ilustrado na Fig. 7.a. O
diagrama de corrente pode ser visto na Fig. 7.b.

a) Tensao b) Corrente

T owlf | T,.mid/ 3 =0 I =-1/3

Er2 | @ | o E/2Z, @ B

- >-T _ T - @ T

— | “/-Ensz{lJ .

¥r f;] l

2T

L
t
oy,
(=%

e

L

b |

~

~

L

Fig. 7 - Diagrama "zig-zag" para o problema da Fig.6.



= Diagrama "Zig-Zag"” para as reflexdes na linha.

— Como se nota na Fig. 7, o diagrama “zig-zag” é na verdade um
diagrama espaco x tempo, onde a distancia x € colocada na

horizontal, desde x = 0 até o final da linha x = ¢. O tempo, por
outro lado, € marcado na vertical, e cresce para baixo na Fig.7.

— No ponto x =0 e t = 0 é iniciado o vai-e-vem das ondas, para este
problema em questdo. A tensao inicial injetada na linha é
facilmente obtida atraves de uma divisao resistiva da tensao E[V]
da bateria entre o valor Z, = R, [Q] “mostrado” pela linha e a sua
propria resisténcia interna R , ou seja :

R
+ 0
eq = E .
g Rg + RO (45)




= Diagrama "Zig-Zag"” para as reflexdes na linha.

—Como R, = R, (0 gerador esta casado com a linha) a eq. (45)
fornece o valor inicial injetado eg =E/2[vV]. O degrau de amplitude
£/, viaja entdo pela linha e, depois de T [s], atinge o resistor de
carga R, = 2R,. Ai ocorre entao uma reflexao.

— Atensdao incidente E/, multiplicada por I =1/3 fornece entdo o
valor &/ para a tenséo degrau, que retorna ao gerador depois de
T segundos adicionais, ou seja, no instante t = 2T[s]. Neste
instante, como R, = R, [Q], Iy =0, nao ha mais ondas refletidas.



— Diagrama "Zig-Zag" para as reflexdes na linha.

— Para o diagrama “zig-zag~ de corrente o raciocinio é semelhante
aquele ja feito acima para a tensao. Obviamente, usa-se agora 0S
coeficientes de reflexdo de corrente I''c e I'' g . O valor inicial de
corrente é 5/2Z, , ou seja, a tensédo inicial injetada dividida pela
Impedancia caracteristica Z, = R,,.

— Os valores marcados por circulos sédo os valores de tensao e
corrente ja acumulados, apos cada reflexdo. Apds cada reflexao,
renova-se o valor da soma acumulada.

— Finalmente deve-se observar que se I'g (ou I'' g) fosse diferente
de zero no exemplo dado, os diagramas da Fig. 7 se estenderiam
Indefinidamente (nao terminariam emt = 2T ).



— Funcoes de tensao e de corrente em relacdo a x (espaco) et
(tempo).

— Os diagramas da Fig.7 constituem-se numa ferramenta simples e
rapida para se determinar as funcoes e(x,tl) e i(x,t1) onde t1 &
um instante qualquer de interesse. Obtém-se, neste caso, as
chamadas distribuicdes de tenséo e de corrente (funcéo so de x)
fazendo-se um corte horizontalemt=1t1.



— Funcoes de tensao e de corrente em relacdo a x (espaco) et
(tempo).

— A Fig. 8.a ilustra a distribuicao de tensao parat=05T.
= A Fig. 8.b ilustra a distribuicao de tensao parat=15T.

x, 1/2) ;
a) A & b) A i(x, 3T/2)
E/2 . ] E/2Z,
= _‘___
v LC E/3Z, 1 v
¢ ) ' e
0 2 / X 0 1;2 l b 4

Fig. 8§ - Instantdneos de tensdo e corrente na linha para o exemplo dado.



— Funcoes de tensao e de corrente em relacdo a x (espaco) et
(tempo).

— Se por outro lado, for desejado as formas de onda e(x1,t) e i(x1,t)
para uma posicao x = x1 qualquer na linha, basta fazer cortes
verticais em X = x1 nos diagramas da Fig.7.

= A Fig. 9.1 mostra a forma de onda de tensao para x = 0. AFig. 9.b
llustra a corrente para x =1/ 2.

a) * e(0, 1) b) (72, 1)
2E] 3 - -
E/2 E/2Z,-
E/3Z,- P e
! = T T —
0 2T ! 8 T2 T 3t !

Fig. 9 - Formas de ondas de tensdo e de corrente para o exemplo dado.



— Funcoes de tensao e de corrente em relacdo a x (espaco) et
(tempo).

= Finalmente, deve-se frisar aqui que os métodos de determinar
tensoOes e correntes em funcao de x e de t vistos nas seccoes A.6
e A.7 sao muito Uteis para determinar a resposta da linha ideal a
excitacoes em degrau. A resposta a um pulso retangular de
amplitude A e duracao t,, por exemplo, pode ser encontrada
fazendo no mesmo diagrama “zig-zag~ a resposta para o degrau
A u(t) bem como para o degrau atrasado - Au(t - t;). Uma ligeira
reflexdo mostra gque a soma destes dois degraus conforma o
pulso retangular desejado na entrada da linha. A acumulacao das
varias reflexdes que ocorrem no diagrama fornece entao as
formas de tensao (e de corrente) em funcaode xe de t.



Linhas de Regime Estacionario Senoidal



Introducao

=0 estudo de linha de transmissdo em regime permanente
senoidal € muito importante por varias razdes. A existéncia de uma
guantidade imensa de linhas de poténcia que operam em 60Hz ou
50 Hz pelo mundo ja seria uma razao bem forte para tal estudo.

—H4a, na verdade, uma razao principal para o estudo de linhas de
transmissao em regime permanente senoidal. Gracas aos estudos
de Fourier, Laplace e outros, qualguer sinal real no tempo (periodico
Ou nao) tem um espectro em frequéncia.



— Os sinais periddicos sao melhor tratados com o auxilio da Série
de Fourier. Uma funcao peridodica é decomposta num tom da
frequéncia fundamental, bem como numa série infinita de tons
senoidais harmoénicos (multiplos inteiros da fundamental) com
suas respectivas amplitudes e fases.

— Este fato da origem ao chamado espectro de linhas ou de raias.
Ha dois espectros de maior interesse: o de amplitude e o de fase.

— Os sinais nédo periodicos, por outro lado, sdo melhor tratados
através da Integral ou Transformada de Fourier.

= A diferenca béasica neste caso € que o0s espectros de amplitude e
de fase s&o agora cheios ou continuos, e nao mais soO de raias,
como no caso dos sinais periodicos.



— No momento, o que deve ficar claro € o fato de que pode-se
encarar qualquer sinal real no tempo como tendo a sua
contrapartida em frequéncia.

= Qualguer sinal real pode ser encarado como sendo uma soma de
Infinitos tons senoidais eternos (-~ até +«) de certas amplitudes e
fases. Esta soma deve reproduzir o valor da funcéo (do sinal)
para qualquer instante (-© <t < «),

— Sendo assim, sabendo-se a resposta do sistema para o regime
estacionario senoidal nas frequéncias de interesse, pode-se
prever qual é a forma de onda do sinal na saida de tal sistema.



Solucao Geral de tensao e Corrente na Linha em Regime

Permanente Senoidal

—Foram vistas as equacOes diferenciais validas

generica:
> oe Oi
3 = —Ri - L—
Equacao 5 ax ar
Equacéo 7 Oi oe
= -Ge—(C—

’ Ox ot

numa linha

(A.1)

(A.2)
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— Nas equacdes anteriores a tensao “e”, bem como a corrente “i

k_ 7 1R

sao funcbes de "X ede "t".

— No regime estacionario senoidal as tensGes e correntes sao,
como ja visto em teoria de circuitos C.A., as projecdes de
vetores ou fasores girantes, ou seja:

e = RB[E exp(jo r)] (A3)

[ = Re[[ exp(jo I)] (A-4)



— Nas equacoes (A.3) e (A.4), E e | sao as amplitudes da tensao e
da corrente, respectivamente. Isto pode ser Vvisualizado
lembrando as identidades de Euler, e aplicando nas egs. (A.3) e
(A.4). Assim,

e = Re[E .coswt + jL . sen a)r] =F . coswt (A.5)

i=Re[I. coswt + jl .SE:‘H&)I] = 1 . cosamt (AB)

— Nas equacoes (A.3) e (A.4), as quantidades entre parénteses sao
conhecidas como fasores girantes.



— As quantidades conhecidas apenas como fasores sao as
guantidades (reais ou complexas) que se obtém dos fasores
quando se faz t = O, isto €, quando se omite a dependéncia
temporal.

— A omissdo do termo e/t é geralmente feita na teoria de circuitos
alternados senoidais. Sendo assim, se o fasor tensédo num ponto
qgualquer do circuito for obtido como sendo o nimero complexo E
= E,£60,, a correspondente onda de tens&o real no dominio do
tempo é obtida, fazendo:

E =Re [E .exp(] alt)] = Egcos(at +6y) (A7)



= Ao Invés do fasor amplitude, muitas vezes, se fala no fasor
amplitude eficaz. Neste caso, deve-se lembrar que:

1 .
Fasor eficaz = (fasor amplitude) (A.8)

V2
= Um dos aspectos mais interessantes da analise de Fourier reside
no fato de que se soubermos a resposta de amplitude e de fase
para "todos" os tons senoidais no intervalo das frequéncias ‘de
Interesse”, ou seja, na banda de frequéncia do sinal de entrada,

saberemos também como é a forma do sinal "transiente" da
resposta temporal numa linha real.




— Das equacoes (A.1) e (A.2) nota-se que ha derivadas dos fasores
de tensao e corrente tanto em relacdo a x como a t. Vamos
colocar estas duas equacoes citadas numa forma mais adequada
ao tratamento fasorial.

— Substituindo os fasores girantes de (A.3) e de (A.4) e (A.2), tem-
se:

—[E . exp(jon]=—RI exp(jon)- joLl exp(jor)

ag[f . exp( a)f)]:—GE exp(jor)- joCE exp(jor)  (A10)
X



= Omitindo a dependéncia temporal, as equacoes (A.9) e (A.10)
podem ser escritas com derivadas totais:

dE

=-(R + jolL) . 1 (A.11)
dx
dl

= - (G + joC) . E (A.12)

dx



= Define-se:

Impedancia série da linha por unidade de comprimento
Z =R+ joL (A13)
Admitancia paralela da linha por unidade de comprimento

Y =G+ joC (A.14)



— Portanto:

ﬁ = - /I (A.15)
dx
al = - YE (A.16)




— VVamos obter uma equacao diferencial que contenha sé a tensao
fasorial E. Fazendo d(eq. A.15) / dx, tem-se:

2
a"E _ 7 ar (A.17)
A2 dx

= Substituindo (A.16) em (A.17), tem-se:

d*E
de

=(LY)E (A.18)



= Tentemos uma solucao de E para a equacao (A.18). Deve ser
uma funcao que, diferenciada duas vezes, reproduza a funcao
original multiplicada por (ZY). Entdo, uma solucao possivel é:

E=Cjexp {— ZY xJ (A.19)

— Onde C, é uma constante que tem a dimensao de tensao (volts).
Entretanto, € necessario completar a solucdo de E com a
possibilidade de haver reflexdes na linha, de volta ao gerador.
Vamos incluir:

E=CH exp [@ };J (A-20)



— Portanto, a solucéo geral é do tipo:

E =Cy exp {_ JZy xJ + CH exp{\/ﬁ xJ (A.21)

— Substituindo (A.21) em (A.15) pode-se achar a correspondente
solucao da corrente I, ou seja:

R S i RT




— A grandeza (complexa em geral) (Z/Y)Y2 é a impedancia

caracteristica Z, da linha real, ou seja,

Y \G+joC

Zo Z=\/R+Ja)L

]

(A.23)

— Observe que Z, é dada em [Q], e independente do comprimento

da linha: Z, e funcao de R,L,G,C e da frequéncia w = 2rif.

Lembrete: Para linha sem dissipacgao (ideal) R=G=0e Z, =R, =

(L/C)¥2 (real puro).



= Por outro lado, observando as equacoes (A.21) e (A.22), nota-se
gue a grandeza é responsavel pela propagacédo. Assim, define-
se:

y =~ZY =\ /(R + joL) (G + joC) =a + jp (A.24)

onde:

Y = const. de propagacao complexa ou funcao de
propagacao.

o = const. de atenuacao da linha dada em [nep/m]

B = const. de desvio de fase da linha dada em [rad/m].



Linha infinita, velocidade de fase e comprimento de onda

—E instrutivo neste ponto, analisar como ficam as soluctes obtidas
na seccao anterior para o caso de uma linha de transmissao de

comprimento infinito, (¢ = «). A Fig. A.1 ilustra esta situacao.

"'FT'
g —> Zy) = Zy —

++++++++

Figura A.1 — Linha Infinita.



—Nesta Figura, E, e |, sdo os fasores tensao e corrente na
posicao (no lado da transmissao), E e | s&o os fasores tenséao e
corrente num ponto qualquer, a uma distancia x do gerador.

— Como o termo de propagacao y envolve a atenuacao a da linha,
gue € uma quantidade positiva, € natural esperar que as solucoes
de tensao (ver ed.(A.21) e de corrente (ver eq. (A.22) tenham
C,=0.

= A existéncia do 2°. termo nas equacOes citadas faria com gque
este termo tendesse a infinito, a medida que x — «. Isto seria
Impossivel do ponto de vista de energia, uma vez que a linha real
dissipa energia de fato. Portanto C, deve ser zero.



— A solucao de tensao na linha é entéo:

E=Ciexp {— JZY xJ (A.25)

— (Propagacao para a direita)

— Calculemos C; a partir de uma condi¢gao de contorno. Para x = 0,
tem-se E = E, (tens&o na boca da linha). Entao a eq. (A.25). Pode
ser escrita como a seguir:



E, = Cyexpl0] = ¢ (A26)

E =E, exp|l- Z¥ x | = E, exp[- x| (A27)
E =E, exp|-(a+ jB)x] (A.28)
E = E, exp|-ox|exp [- jfc|= E, exp[- r:r:r:]i_‘&f (A 29)

—De (A.29), nota-se que a fase de referéncia (fase zero) €
colocada na tensao de entrada. E, é real e é a amplitude de pico
da onda cos wt. Se, por outro lado, a referéncia de fase for em
E,, E; seria complexa indicando alguma fase diferente de zero,
dado que Z; e/ou Z, sao complexas em geral.



= A solucao de corrente € obtida de maneira analoga da eq. (A.22),
fazendo também C, = E, e C, = 0. Obtém-se ent&o:

E;

I = — = exp|— o] exp|— jA] (A.30)
0

— Assim, se E, é real (fase zero na tensao de entrada) tem-se:

L,

I = X
Z,|

[—ax]exp[—jBx— j6,] (A.31)



—a'r] ‘(ﬂ‘f-*—@ﬂ) (A.32)

Onde: Z, =|Z,|(6, =|Z,|exp|j6,| é uma grandeza complexa geral

— Observe de (A.29) e (A.30) que:

% 7, (A33) ou ==Yy
L -j60
onde: Yo =—=Y[(-0y =|Vple (A.35)



— E importante, neste momento, lembrar que a eq. (A.29) da a
tensao na forma fasorial. Para achar a onda no tempo, faz-se:

e(x,7) =Re [Er exp(—ax) exp(—jAx) exp( j a)r)] (A.36)

e(x,t) = E; exp(—ax) cos(t - [ix) (A.37)

— Da eq. (A.37), nota-se que em cada ponto x qualquer da linha, ha
uma oscilacao senoidal (ou cossenoidal) de tensao com uma
amplitude, e com atraso de fase dado em radianos. Pode-se
notar também que se a # 0 (linha real) a amplitude de oscilacao
cal com a distancia x do gerador, de uma maneira exponencial.



— Note finalmente que, se a = 0 (linha ideal) a amplitude da
oscilacdo nao cai mais com x (é constante, e vale E,)); ha apenas
um retardo de fase proporcional a distancia x do gerador (-Bx).

= A forma de (A.37) é reconhecida como sendo a equacao de uma
onda progressiva (x e t aparecem conjuntamente no argumento
do cosseno). A ideia de uma onda senoidal progressiva € melhor
visualizada se usarmos a ideia do observador montado na onda.
O argumento € entao uma constante, ou seja :

DI — ﬂx =K (A.38)



= Nota-se que (A.37) descreve uma perturbacao senoidal que viaja
para a direita (sentido de x crescente), uma vez que se t aumenta
(ver eqg. A.38), x tem gue aumentar, para manter a constante K. A
velocidade desta perturbacao € obtida de (A.38), diferenciando
em relacao ao tempo, ou seja:

dx
w — ﬂ dt =0 (A.39)

ax

vf_dr_ﬁ

(A.40)




— A equacao (A.40) define a velocidade de fase v; da perturbacéao
senoidal.

— Se a linha n&o tem perdas (R = G = 0) a funcao de propagacao y
(ver eq. A.24) fornece:

Y =\(joL) (joC) = joNLC =a+ jB (A.41)
Portanto:

a=0 f=wvLC (A.42)



= Assim, substituindo o valor obtido para  de (A.42) em (A.40),
obtéem-se:

Ve = @ _ : [mfs]
I oJIC VIO (A41)

— Assim, conclui-se que para linha ideal a velocidade de fase é
iIndependente da frequéncia (ver (A.43). Isto € uma consequéncia
de que, na linha ideal, B € diretamente proporcional a frequéncia
(ver (A.42)).

—Para uma linha real, de modo geral n&o é diretamente
proporcional a frequéncia. Por consequéncia, a velocidade da
fase ndo € uma constante. Este fato € o responsavel pelo
fendbmeno da dispersao em linhas.




— As varias componentes senoidais (pense no espectro de um
pulso Iinjetado na linha) viajardo com velocidades de fase
diferentes. Algumas chegarao antes das outras. A composicao de
todas elas na saida da linha ndo mais conformara o mesmo pulso
Injetado na entrada, e ele estara entdo distorcido (ou espalhado
no tempo). Este tipo de distorcao é causado pela nao linearidade
da constante de desvio da fase. E a chamada distorcéo de fase.

— Um outro tipo de distorcao é a chamada distorcdo de amplitude.
Esta aparece devido ao fato de que a constante de atenuacao
nao é, de fato, constante com a frequéncia. O valor de a € obtido
através da relacao (A.24).



= O fato de a variar com a frequéncia faz com que as varias
componentes senoidais do pulso ja referido anteriormente sofram
atenuacoes diferentes. Deste modo, elas também n&o podem
mais conformar o pulso que foi injetado na entrada da linha.
Assim, ele aparece distorcido na saida. E entdo o caso de
distorcao de amplitude.

— Para a corrente dada em (A.30), valem idénticas consideracoes
aguelas ja feitas para a tensido. E preciso apenas notar que, se
Z, for real, E e | estdo em fase para qualquer ponto x da linha.
Se Z, nao € real entdo, a corrente | esta atrasada de um angulo
6, em relacdo a tensdo no mesmo ponto x da linha (ver eq.
A.32).



= Vamos definir agora o comprimento de onda A como a menor
distancia entre dois pontos de mesma fase, ou seja.:

[x o = pA =27 radianos (A44)
27 27
A= ; ou [ = p (A.45)




— Das relacbes (A.45) e (A.40), obtém-se varias identidades de
Interesse

27 27 v
i: pfz—vf:—zrvf (A.46)

0. 27T
I

Onde f é a frequéncia ciclica dada em Hz, T [s] € o periodo da
oscilacao



Linha finita bem terminada

—Note que, na Fig. A.1, se a linha for seccionada num valor x = ¢
[m] mas, a0 mesmo tempo, providenciarmos uma impedancia de
carga Z. = Z, para terminar a linha de comprimento ¢, as solucdes ja

obtidas para E e | para 0 < x < ¢ na seccao anterior devem se
conservar.



Linha finita bem terminada

—=lIsto se explica pelo fato de que os fasores E e | estao
relacionados na linha atraves de E / | = Z, , para qualquer x . Esta

relacdo continua valida também em x = ¢, por construcao. Assim o

trecho de linha de comprimento ¢ ndo pode “perceber” que a linha
fol seccionada.

—As solucoes dos fasores E e | numa linha finita terminada com
Impedancia de carga Z. = Z, [Q] sao entdo aquelas ja obtidas nas
eqgs. (A.29) e (A.30). A Fig. A.2 ilustra a posicao dos fasores de
tensao na linha, em um comprimento de onda.



% /4) / -B3IN/4 Obs.: Referéncia de
E‘e.qa( wak )/ P fase em x = 0.
/./-}\\ -/ —
arl2) /-BA/2 |- - 0 x=0

/"

E exp(-a)’8) /-B2r/8

E exp(-

Fig. A. 2 — Fasores de tenséao para x = 0 (no eixo real),
X =Al8, X =A/2 e x = 3A/4.

— Note que a ponta dos fasores descreve uma espiral logaritmica
decrescente a medida que se aumenta X, devido ao termo de
atenuacao exp(-ax).



= As distribuicGes de tenséo ao longo da linha, para varios instantes
sucessivos, podem ser visualizadas na Fig. A.3.
A

E |exp(- ax)
IE,| S '/-I II

-
- -
® =
.
. =
-

e IE:II ....... - ' A "

Fig. A.3.-Instantaneos de tensao na linha real terminada com Z_ = Z,

— Note da Fig. A.3 que as amplitudes das oscilacdes senoidais na
linha decrescem de um modo exponencial, devido a presenca do
termo de atenuacao na solucao de (A.29).



Reflex0es na Linha e coeficiente de reflexao medido a partir da
carga:

E=E"+E" (A.47)

onde o fasor E total € a soma do fasor incidente E* e do fasor
refletido E- .

=17 +1" (A.48)

A corrente é também da mesma forma.



A comparacao de (A.47) e (A.48) com as egs. (A.21) e (A.22)
mostra que :

_|_
| T = E_ (A.49)
Zg
-_"E (A.50)
Zg

A determinacao das constantes (que tém dimensido de tensao)
nas solucdes ja obtidas nas egs. (A.21) e (A.22) pode ser feita de
varias maneiras. E (til, por exemplo, expressar as quantidades em
funcao das grandezas terminais (ver Fig. A.4).



Z I {
g — —_—
+'—'(: +* + -+ ‘Zr
§ e W
o - ~
X-:O '?— x:l
l s i : i

Fig. A.4 — Diagrama contendo a notacao usada.

Vamos substituirE=12Z, el =1 em x=¢{nas egs. (A.21) e (A.22).
Obtem-se entao :

|.Z. =C, exp(—y() + C, exp(y{) (A.51)

1,2, =C, exp(—y1) - C, exp(y) (A52)



Somando (A.51) e (A.52), obtém-se C. dado por :

Cl:%'r(zr +Zg)exp(y?) (A.53)

Subtraindo (A.52) e (A.51), obtém-se C. dado por :

C Z%(Zr —Zo)exp(—yé) (A.54)

Assim, substituindo estes valores em (A.21) e (A.22), E e |, respectivamente,
obtém-se :

E :%{(Zr +Zg)exp[y(t—x)] + (Z; —Zg)exp[y(x- 0]} (A.55)

| = 2ZO{(z e +Z0)exp[y(L—x)]—(Z, —Zo)exp[y(x— (]} (A.56)



Se quisermos referir a distancia a partir da carga, pode-se usar a
relacao d =¢- x (ver Fig. A.4), temos entao :

Ir
2
I,

| = ~ L {(Z, +Zg)exp(yd) - (Z, — Zg) exp(~yd)} (A.58)
0

E=L{(2r +Zo)exp(rd) + (Z; - Zo)exp(-7d)} (A7)

A relacao entre a onda de tensao refletida pela incidente resulta no
coeficiente de reflexao de tensao, ou seja:

E- Z,-Z,
E* Zy+Zg
['=T", exp(—2ad)exp(—j24d) (A.60)

=

exp(—2yd) (A.59)



Sendo
FI’ = (ZI’ —Zo)/(zr +Zo) (A-61)

0 coeficiente de reflexdo de tenséao na posicao da carga ou
recepcao. Enquanto o coeficiente de reflexdo de corrente é dado
por:

['=-T-= Z0=2r exp(—2ad)exp(-j2pd) (A.62)
Zr -I-ZO




A impedancia complexa num ponto da linha é obtida da diviséo do
fasor total E pelo total | . assim, usando as egs. (A.57) e (A.58),
obtém-se:

E_, (Zy +Zg)expyd +(Z, —Zy)exp(—yd)

7 — — — (A.63)
| 2(Z, +Zg)expyd —(Z, —Zg ) exp(—yd)
Ou entao:
7 -z, . Zrlexp(rd)+exp(zyd)l+ Zo[exp(yd) —exp(=yd)]

© Zo[exp(yd) +exp(—yd)]+ Z, [exp(yd) —exp(—yd)]
(A.64)



Por meio da relacao trigonometrica

exp(yd) - exp(—yd) _ tgh(yd)

A.65
exp(yd) + exp(—yd) (A05)
aplicada a (A.64), obtém-se:

Z, +Zp tgh(yd) (A.66)

=7

07, +2, tgh(yd)

Se Zr=Z0 a impedancia Z em qualguer ponto da linha € também
igual a Zo.



Se eventualmente Zr = 0, entao (A.66) € descrita como:

Z=27, ZOthh(7 d) _ Zotgh(yd) (A.67)
0
No caso de uma linha ideal, sendo Zr = Ro e yd = jBd, tem-se
Z = Rotgh(j4d) (A.68)
e
tgh(Jx) = J tg X (A.69)

Sendo assim, obtém-se para a linha sem perdas:

Z =Ry . tg (8d) (A.70)



O moddulo da impedancia num ponto qualquer da linha ideal com
Zr = 0 varia entdo seqgundo uma tangentoide:

Z
/ 4 | i
I I
Rol--f FAR
' : |
/ t i /’ i
2 l |
il L /J|'l ' 3n 2n ﬂd
4 L 2 + 3
I :
' i
l :
1 !
: I
) |

Fig. A.5 — Reatancia produzida por uma linha ideal em curto.



