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2. LINHA DE TRANSMISSAO

A disciplina EE540 apresentou um modelo eletromagnético, onde variagdes temporais de
cargas e correntes se faziam sentir a distancia através de efeitos eletromagnéticos, sendo tais efeitos
explicados em termos de campos e ondas eletromagnéticas, e é conhecido como propagacdo de
ondas eletromagnéticas. Na transmisso através de fontes eletromagnéticas isotrdpicas (que radiam
a energia igualmente em todas as direcdes), € mesmo as antenas altamente diretivas (com
propriedades de direcionar a energia radiada), a energia € espalhada por uma vasta drea a medida
que a onda se propaga. Esta energia ndo é guiada e a transmissdo do sinal entre os pontos
transmissor e receptor pode ser ineficiente, para uma transmissdo ponto-a-ponto eficiente, essa
energia deve ser guiada entre tais pontos.

Neste capitulo estudaremos o guiamento das ondas eletromagnéticas através das linhas de
transmissdo, estruturas que suportam a propagacdo da onda eletromagnética transversal (TEM), a
qual possui campos elétrico e magnético mutuamente perpendiculares e transversais a direcdo de
propagacdo. Mostraremos que muitas das caracteristicas da onda TEM guiadas através de linhas de
transmissdo sdo iguais aquelas das ondas planas uniformes que se propagam em meios dielétricos
ilimitados e que foram detalhadamente estudadas na disciplina EE540.

Trés dos tipos mais comuns de estruturas guiantes que suportam ondas TEM sao:

(a) linha de transmissdo de placas paralelas: este tipo de linha de transmiss@o consiste de duas
placas condutoras separadas por uma lamina dielétrica de espessura uniforme. Em freqii€ncias
de microondas este tipo de linha de transmissdo pode ser fabricada usando tecnologia de
circuito impresso e sdo conhecidas como linhas de microfita;

(b) linha de transmissdo a dois fios: tal tipo de linha consiste de um par de fios condutores
paralelos. Linha de transmissdo de poténcia, linhas telefonicas (vistas em 4reas rurais) as
linhas das antenas de telhado para recep¢do de TV s@o exemplos desse tipo de linha de
transmissao;

(¢) linha de transmissdo coaxial: este tipo de linha consiste de dois cilindros condutores coaxiais
— condutor interno maci¢o e o condutor interno oco, € ambos separados por um meio
dielétrico. Tal estrutura apresenta a vantagem de confinar os campos elétrico e magnético na
regido dielétrica entre os condutores. Exemplos desse tipo de linha sdo os cabos de TV por

assinatura e os cabos de instrumentos de precisdo de alta freqiiéncia.



Devemos observar que ondas com configuracdes de campo mais complicadas que as ondas
TEM podem se propagar ao longo dos tipos de linha de transmissdo descritos acima quando a
separacdo entre os condutores é maior que uma determinada fracio do comprimento de onda de
operacdo — tais modos serdo detalhadamente estudados no decorrer deste curso.

Iniciaremo este capitulo mostrando que a solucdo das equagdes de Maxwell para a onda
TEM, suportada por uma estrutura formada por placas paralelas, leva diretamente a um par de
equagdes de propagacdo que podem se generalizar facilmente para linhas de transmissdo de
qualquer geometria. Tais equacdes sdo escritas em termos de tensdo e corrente ao longo da linha e
podem ser representadas através de um modelo circuital distribuido, ou seja, em termos de
resisténcia, condutincia, indutincia e capacitancia por unidade de comprimento. No restante do
capitulo nos concentraremos no estudo do modelo circuital distribuido obtido, tanto nos dominios

do tempo e freqiiéncia.

2.1. Ondas TEM num Guia de Placas Condutoras Paralelas

Seja o guia construido por placas perfeitamente condutoras separadas por um dielétrico de

espessura d e caracteristicas u, e &,, vist em corte transversal na Figura 2.1(a).

(a) )

Figura 2.1: Guia de placas condutoras paralelas. (a) corte transversal; (b) corte longitudinal.

Vamos considerar, sem perda de generalidade, que essa linha é alimentada por uma fonte de tensdo

v(t) =V, cos(a)t), ilustrado na Figura 2.2. As leis de Faraday e Ampere para a regido dielétrica

entre as placas (regido sem fontes), podem ser escritas, respectivamente, na forma integral:



y
I

v =V, cos(ar)

Figura 2.1: Guia de placas condutoras paralelas alimentada com tenséo v(¢).

OB
E.-dl=—|—-ds, 2.1
aD
H.dl=[2 ds.
ch [5 @ 2.2)

Usando como referéncia o sistema cartesiano de coordenadas mostrado na Figura 2.2, vamos
considerar uma onda eletromagnética que se propaga segundo a dire¢do z. Além disso, vamos
assumir que as solucdes da onda eletromagnética sdao do tipo TEM, isto &, possuem, de maneira
geral, apenas as componentes dos campos transversais a direcdo de propagacdo. Assim, tomando

um caminho C num plano qualquer paralelo ao plano x—y (z = constante), e assumindo que na

solugdo proposta E, = H_ =0 (condi¢do TEM), as Egs. (2.1) e (2.2) podem ser reescritas, tal que:

ECﬁEdl:o, 2.3)

[C[]H-(n:o. 2.4)

As Egs. (2.3) e (2.4) indicam que os campos elétrico e magnético, da solu¢io TEM, sdo campos
conservativos no plano x—y e, portanto, andlogos aos campos estiticos estudados na disciplina
EE521. Assim, devido a caracteristica conservativa do campo elétrico, cada placa para z=cte.
coincide com uma equipotencial, e consequentemente ao medirmos a tensdo entre um ponto
qualquer na placa inferior € um ponto qualquer sobre a placa superior, com ambos pontos sobre o

mesmo plano z=cte., observaremos que a diferenca de potencial entre esses dois pontos serd sempre



a mesma. Isto ndo ocorreria se existisse campo magnético axial. Além disso, dos conceitos da
eletrostitica lembramos que, uma vez aplicada uma diferenca de potencial entre dois condutores,
surgird um campo elétrico normal as placas condutoras. Como as placas sdo consideradas

perfeitamente condutoras, analisando as condi¢des de contorno observamos as componentes do
campos elétrico tangenciais tangenciais as placas sdo nulos, isto é, E_=0. Similarmente, a
componente de campo magnético nornal as placas deve ser nula, isto é, H =0. Dessa forma, os

campos elétrico e magnético da onda elétromagnética propagante ao longo da linha de transmissao

de placas paralelas se comportardo transversalmente como campos estaticos, isto &,

(2.5)

H=XH_, (2.6)

serdo constantes no plano transversal x—y, contudo, possuirdo variagdo ao longo da direcdo z,
indicado na Figura 2.1(b) pela dependéncia da tensdo ao longo da linha como fung¢o da posi¢do z .
Partindo da discussdo anterior, vamos entfio considerar uma onda TEM polarizada na dire¢do y e
se propagando na dire¢cdo +z em um linha de transmissio de placas paralelas, infinitamente longa,

de largura w e separadas por uma distancia uniforme d , como ilustra a Figura 2.3.

I I
w 1

Figura 2.3: Linha de transmissao de placas condutoras paralelas de largura w e separadas por uma distincia d .

Para uma excitagdo harmonica, os campos elétrico e magnético, solucdo da equacdo
homogénea de Helmholtz, para onda de propagando na direcdo +z, desprezando-se os efeitos de

borda, (assumindo w suficientemente grande), serdo:



E=)E, = yE,exp(~7z), 2.7)

~E
H=xH_ =-x—exp(-yz), (2.8)

M,

onde ¥ e 77, sdo a constante de propagacdo da onda TEM na linha e a impedancia intrinseca da

linha, repectivamente. Assumindo placas perfeitamente condutoras e dielétricos nao-dissipativos,

temos que:
7:jﬁ:ja) HE, (2.9)
n, = 2 (2.10)
gd

As condicdes de contorno nas interfaces dielétrico/paredes condutoras, isto é, em y=0 e
y=d, sdo:
E =0, (2.11)

H, =0, (2.12)

as quais sdo devidamente satisfeitas, uma vez que E . =E, =0 e H =0.Nainterface y=0 —placa

inferior (lower — [) temos que: n=y. Aplicando as condi¢cdes de contorno dielétrico/condutor

perfeito, temos:

y-D=p,, 2.13)
yxH=]J,, (2.14)
e, assim:
Py =€,E, =€,E exp(-jpz), (2.15)
Yy=—2H, = E%GXP(—J}’J’Z)- (2.16)
i

Na interface y =d - placa superior (upper — u) temos que: n= —5) , logo:

~y-D=p,,, (2.17)



—yxH=]J,,, (2.18)

portanto:

Ps, =—€,E,=-¢,E, exp(—jﬂz), 2.15)

~ ~ E .
Jg, =zH, =—-z—"exp(-jBz). (2.16)

d

Os campos fasoriais E e H nas Egs. (2.7) e (2.8), respectivamente, devem satifazer as

equagdes rotacionais de Maxwell:

VXE=-jouH, (2.17)

VxH = jweE. (2.18)

Como E=yE e H=xH_ possuem apenas variagdo segundo a dire¢do z, entdo:

dE

> :ja)ﬂde’ (219)
dH
d—z" = jwe,E, . (2.20)

Integrando a Eq. (2.19) no intervalo 0 < y <d, temos:

d d d
d_z}[Eydy = jwﬂd‘([HXdy .

dv(z) . . d
& :]a)ll'ld‘]Su(Z)d=Ja)(ﬂd;j|:‘]5u(z)w:|’
av(z) .
= joll(z), (2.21)
dz

onde,



¢ a diferenca de potencial, ou tensdo, entre as placas inferior e superior, indicada na Figura 2.4. A

corrente total que flui na dire¢do +z na placa superior é dada por:

B
V(z)=V,-V,=-[E-dl
A

Figura 2.4: Tensdo e corrente na linha de transmiss@o de placas paralelas em um ponto z .

I(Z) =_[JSLI 'dx;= JSu (Z)W’
onde,

L= ﬂd% [H/m], (2.22)

a indutincia por unidade de comprimento da linha de transmissdo de placas paralelas.

De forma similar, integrando a Eq. (2.20) no intervalo 0 < x < w,temos:

diz £ H dx= joe, l Edx,

ou,
dl (z) . . w
T z_ja)ngy(Z)W:Jw(ngJ[_Ey(Z)d]’
_dI(z):ijV(Z)’ (2.23)
dz
onde,
czsdg [F/m]. (2.24)



¢ a capacitincia por unidade de comprimento da linha de transmissdo de placas paralelas.
As Egs. (2.21) e (2.23) constituem o par de equagdes harmonicas, relacionando os fasores
tens@o e corrente ao longo da linha de transmissdo, como ilustra a Figura 2.4. Essas equacdes

podem ser combinadas para gerar equagdes diferenciais de segunda ordem para tens@o ou corrente,

isto é:
d’v
EZ) +&’LCV (2) =0, (2.25)
dz
d’1
- (f) +@’LCI(2)=0. (2.26)
74

As solucdes das Egs. (2.25) e (2.26), supondo as placas paralelas infinitas, sio ondas propagantes na

dire¢do +z na forma:

V(z)=V,exp(-jBz). (2.27)
1(z)=1I,exp(-jpz). (2.28)
onde,
Vo=-Ed, (2.29)
E
ly=——=Hyw, 2.30
7, (2.30)

A constante de fase e a impedancia caracteristica da linha sao, respectivamente:

B=awJue, [radm], (2.31)

1, [@]. (2.32)

N

I
~| <
oo

I
e

I

I
= |

L
c

A velocidade de fase da onda na linha é:

LR [1s]
"BV Jae : (2.33)



2.2. Linhas de Transmissao de Placas Paralelas Dissipativas

Até o momento, em todas as nossas consideragdes a respeito das linhas de transmissdo de
placas paralelas, assumimos que tais linhas nio apresentavam perdas. Porém, em situagdes reais, as
perdas em LT s podem surgir devido a duas causas: o meio dielétrico que separa as placas pode ter
uma tangente de perdas ndo-nula ou as placas podem ndo ser perfeitamente condutoras. Para
caracterizar esses dois efeitos definiremos dois novos parametros: G, a condutancia por unidade de
comprimento entre as placas condutoras, e R, a resisténcia por unidade de comprimento das duas
placas condutoras. Lembrando os conceitos da eletrostatica, a condutancia entre os dois condutores

separados por um dielétrico com permissividade &£, e uma condutividade equivalente o, , ilustrada

w

Figura 2.5: Linha de transmissdo de placas paralelas — corte transversal.

na Figura 2.5, pode ser facilmente determinada quando a capacitincia entre os dois condutores é

conhecida. Assim,

o
G=—+*C. (2.34)
gd
Usando a Eq. (2.24), temos:
G= ad% [S/m]. (2.35)

Se as as placas condutoras t€m condutividade o, finita, entdo, pela lei de Ohm na forma pontual

temos que:
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indicando a dissipagdo de poténcia nas placas. Considerando que J=zJ_, neste caso existird a

presenga de uma componente axial ndo-nula do campo elétrico, E_ = zE, e, portanto, a onda deixa

de ser puramente TEM.

A impedancia total (EE540) em um comprimento Az, de uma placa, pode ser calculada

como sendo:
A
zZ =725, (2.35)
w
onde
E. E
Z,=—~=—"=R,+ jX,, .
s 7. H. s TJAs (2.36)
¢,
1 Tfu
Ri=X;=—== <. 2.37
) o. @37
A impedéancia por unidade de comprimento em uma tnica placa é:
Z;, R X, Z
R i LT B B (2.37)
woow w Az
A impedancia total por unidade de comprimento nas duas placas é:
2Z, 2R 2X ,
$="S 4 =5 =R+jX [Qm], (2.38)
w w w
onde
2R
R="% [Q/m], (2.39)
w

¢ a resisténcia total por unidade de comprimento, responsdvel pelas perdas 6hmicas nas placas.

o,

Convém ainda, observar que para bons condutores X’ << @L, visto que >>1. Além disso, da

c

11



Eq. (2.39) observamos que a resisténcia total da linha € diretamente proporcional a frequencia de

operacdo, isto é:

Rzz\/m:z\/ﬂﬁ,
w\ o,

w

¢

R=K.\f,

2 |mu
onde K =— ﬁ € uma constante.
w\ o

c
A partir da modelagem acima, podemos representar uma secdo de comprimento Az segundo

o modelo circuital ilustrado na Figura 2.6.

ZAz=(R+ joL+ jX')Az

Figura 2.6: Modelo circuital de uma secio de linha de transmissdo de placas paralelas de comprimento Az.

2.3. Equacoes Gerais da Linha de Transmissao

2.3.1. Parametros Distribuidos

A partir da modelagem feita nas secdes anteriores, a Figura 2.7 mostra o modelo de linha de
transmissdo (LT) baseado em pardmetros distribuidos, onde as grandezas elétricas R (ambos
condutores), G (ambos condutores), L e C sio tomadas por unidade de comprimento. Aplicando a

lei de Kirchoff das tensdes na malha da Figura 2.7, temos:

ai(z,t)
ot

v(z,t)—RAz i(z,t)—LAz —v(z+Az,t)=O,

12



+Az,t)—v(z,t di(z,t
_vlarAnn)ov(z ) _Ri(zn)+1 20 )
Az ot

i(z.1) N i(z+Azr)

4 MY /YN o o,

A RAz LAz A
v(z,t) Ay —— Gz v(z+Azt)
_ Vv V-

(e, O O

Figura 2.7: Circuito equivalente de comprimento diferencial Az de uma linha de transmissio de dois

condutores ou TEM — LT.

Fazendo Az — 0, temos:

w(zt) 9i(z.1)
B Rl + L 222 2.40
2 im0+ L= (2:40)

“Existe queda de tensdo com a distdncia z na linha devido a passagem da corrente nos
elementos distribuidos R e L em série.”

Similarmente, aplicando a lei de Kirchoff das correntes no n6 N , temos:

av(z+Az,t)

i(z,6)—GAz v(z+Az,1)—CAz oy

—i(z+Az,1)=0,

Dividindo por Az e fazendo Az — 0, temos:

ai(z,t) av(z,t)
D Gy(zr)+ 0222 2.41
. v(zt)+ N (2.41)

O par de equagdes diferenciais de primeira ordem (2.40) e (2.41), sdo chamadas de equacoes

gerais das LT’s ou também equacdes do telegrafista. Contudo, € possivel obtermos as equacdes

diferenciais da linha, expressas apenas em tensdo ou apenas em corrente. Para a tensdo, por

13



exemplo, pode-se diferenciar (2.40) em relacdo a z e a (2.41) em relagdo a ¢, a fim desacoplar as

equagdes e eliminar a varidvel i(z,7) , obtendo-se:

2 . 2.
_av(j")zRa’(Z’t)ua i{z1) (2.42)
oz 0z dz0t
Pi(z,1) _ av(zt)  v(z1)
B -G C ) 2.43
dz0t o or’ o

Substituindo (2.43) em (2.42) e usando (2.41), rearranjando termos e omitindo a dependéncia (z,t)

para melhor visualizacdo, temos:

% 0%y v
——LC——-(RC+LG)——-RGv=0. 2.44
9z’ o (RC+LG) ot ’ @4

Da mesma maneira, pode-se obter uma equagdo diferencial parcial s6 em corrente, isto é:

9% 2% i
— —LC——(RC+LG)=—-RGi=0, 2.45
52~ LC3p ~(RC+LG)3 — RGi (2:99)

As equacdes (2.44) e (2.45) sdo equagdes duais e identificadas como equagdes diferenciais parciais
de onda.
2.3.2. Linha nao-Dissipativa

Consideramos uma linha ndo-dissipativa, também chamada de ideal ou sem perdas, onde

R =G =0. Nessa situagio as Egs. (2.44) e (2.45) se simplificam tal que:

% 2%y
2% 2%
a_Z;— ca_[jzo. (2.47)

14



Podemos mostrar, facilmente, que (2.46) e (2.47) admitem solucdo do tipo f (zit/\/ LC ) Para

tanto, substituindo essa funcdo em (2.46) ou (2.47), temos:

j—;f(zit/ﬁ)—wj—;f(zit/ﬂ):

a%[a%f(zit/\/ﬁ)}—LC%[%f(zit/\/E)}=

<

S )T S (s i) |-

ai[f’(zit/\/ﬁ)]—LC(il/\/E)%f’(zit/\/R):

<

£ (2 £tINLC) - Le@INLEY £ (zx1/NLC) =0.

Obs: aqui f”(+) significa a derivada da fungdo f em relagdo ao argumento composto (z +JLC )

Examinemos, agora, o comportamento de uma onda (perturbagcdo) f (z—t/ \/LC) de

formato arbitrario propagando-se em uma linha de transmissdo, conforme ilustrado na Figura 2.8,

onde £=z—t/~LC .

Figura 2.8: Onda f ( ¢ ) lancada na linha de transmissdo a fim de se observar seu comportamento ao longo
da linha.

Ao acompanharmos a propagagdo do ponto P ao longo da direcdo +z, como ilustrado na

Figura 2.9, observamos que basta fazermos com que o argumento correspondente, f(&,)=h,, se

15



mantenha constante todo o tempo, isto define a trajetdria

equagdo: &, =z, —1,/~/LC , ou seja:

t=t, >1,

4 —H/NLC =z,~t,/NLC =&, =cte,

L

H L =
2 1 (—LC

f(zl —1 /\/E)

¥

\

de P, que serd dada pela

‘G U U U U [

v

Figura 2.9: Propagacdo de uma onda f (z —t/JLC ), se propagando no sentido +z . (a) onda no instante

t,; (b) onda no instante #, > 1.

Fazendo Ar — 0, vemos que o pulso se propaga com uma velocidade de propagacdo u , tal que:

—£=; [m/s].

ot JLC

u

(2.48)

16



Analogamente, a perturbacdo (onda) f (z+t/ VLC ) se propaga na direcio —z, com velocidade

u= ﬁ . Temos na linha, portanto, ondas de tensdo e corrente na forma:
L

v(z,t)zVi(zit/\/E),
i(z.0) =T (z£1/3LC),

onde o sinais sobrescrito (4, —) significam propagacdo no sentido (—, +). Assim, para uma onda

V" deve existir uma onda I', tal que:

z

Aqui, K* é uma constante com dimensdes de ohms. Derivando a equagéo anterior em relago a ¢,

(o= tNEC) = (e=tEC),

t K* ot

e usando (2.40), com R =0, temos:

4 K" ot

_aaw(z—z/ﬁ):L{ ! aw(z—r/\/ﬁ)},

¥ (e EE)] =2 - -an4EE) |

L L
K"'=—, K'=Z =]—=R, [Q
Jic 0=y = 1
I*—V+ (2.49)
v .

0

A constante K" é nada mais do que a impeddncia caracteristica, Z,, da linha sem perdas, jd

intrduzida em (2.32). De forma similar, para uma onda V™ deve existir uma onda I, tal que:

17



Derivando em relagdo a ¢ e usando (2.40), com R =0, temos:

K =-7,,

logo,
I (z+1/JLC) ===V~ (z+1/JLC). (2.50)

1
Z,

Assumindo que uma solucdo geral admite a combinacdo das solucdes (+) e (—), podemos

escrever:

v(z,t)zV*(z—t/«/E)+V’(z+t/«/ﬁ), (2.51a)

i(z.0)=T"(2=t/NLC)+T (z+1J/LC), (2.51b)

i(z,t)=ZL[V+(z—t/\/E)—V’(Z+t/\/E)J, (2.51¢)

0
L
Z,= /E’ (2.51d)
w=— @2.51e)
LC . . c

Consideremos, agora, uma LT sem perdas, terminada numa carga puramente resisitiva,

Z, =R, , mostrada na Figura 2.10.

[o,

Figura 2.10: Linha de transmissdo sem perdas carregada com carga Z;, = R, .

A corrente na carga (i, ) serd:

18



1
iL=IZ+IZ=F(VZ—V[),

0

Definimos a seguir a impedancia ao longo da LT como sendo,

v(z.1) V*(z—ut)+V (z+ut)

Z(zi)= i(z) (1 '
X (V' (z—un =V (z+un) (2.52a)
Na carga,
Z(anrgu’t):RLz IVL+VL_ ,
[
R, _ V) +V,
R, V/-V,

A partir da equagdo anterior definiremos o parametro denominado coeficiente de reflexdo, T", ao

longo da linha de transmissao, como a razao,

V7 (z+ut
[(z,1)= +( ) (2.52b)
V¥ (z—ut)
Combinando (2,52a) e (2.52b),
R, V-V ..,
Z(z,t) Vi+V~
R, 2V* 2
=——— 1= -1,
Z(z,t) V'+V 1+(V7/vY)
R, _ 2 1,
Z(z,t) 1+I(z,1)
1( R, 1
— + — s
2\ Z(z.1) 1+Z(z,1)
14+T(z, 1) =—22&0_
Z(z,1)+R,
Z(Z’t)_Ro
[(z,t)=————, 2.
(1) Z(z.1)+R, (2.53a)

19



A Egq. (2.53a) mostra o coeficiente de reflexdo em funcdo da impedincia ao longo da LT.

Particularizando (2.53a) na carga, temos:

I, =—L—"% (2.53b)

O coeficiente de reflexdo, definido em (2.52b), (2.53a) existe em uma determinada faixa de valores,

que pode ser determinada a partir das duas situa¢des limites para a impedancia de uma linha de
transmissdo: (a) linha curto circuitada em z = z;, ou seja, Z(z;,t) =0; (b) linha aberta em z = z;, ou
seja, Z(z,,t)=co. Levando tais condi¢des em (2.53a) teremos, respectivamente: 1'(z,t)=-1 e
I'(z,,t) =+1. Dessa forma, as faixas de valores para o coeficiente de reflexdo sdo:

—1<I'(z,t) <+1.
Observamos que se em algum ponto z = zj, temos Z(z,,t)=R,, nesse ponto, I'(z,r)=0. Se
R, =R, temos I', =0, e chamamos esta situacdo de carga casada com a LT, ou simplesmente de

“carga casada’”.

O coeficiente de reflexdo em (2.52b) foi definido como a razdo das tensdes refletida e transmitida,

poderiamos, porém, ter adotado as correntes em lugar das tensdes, assim:

If(z+ut)

F’(Z,t) = [+(Z—ut) .

De (2.49) e (2.50), obtemos facilmente que os coeficientes de tensdo, I'(z,7), € corrente, I'(z,1),se

relacionam por: I'(z,t)=-T'(z,1) .

Analisemos, agora, o caso simples da Figura 2.11, onde uma fonte DC ¢é aplicada em uma

linha de transmissdo (LT) com carga R, = R,.
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(a)

(b)

Figura 2.11: (a) Chave fechada para t = 0; (b) Representacdo elétrica da LT no instante ¢ =0.

Quando 7 =0 a linha da Figura 2.11(a) pode ser representada conforme ilustrado na Figura

2.11(a). A LT nesse instante se “apresenta” para a fonte como se fosse infinita, portanto, a

impedancia “sentida” pela onda lancada na LT € a impedancia caracteristica.

“V(Zwt)

Figura 2.12: Tensdoem z=z,.

~Vv

A tensdo injetada na LT na entrada, z = 0, no tempo =0, e que viaja na dire¢io +z com uma

. 1 , , .. -
velocidade u = \/_C , € calculada através do divisor de tensao:
L

R
0 V()’
R, +R

0 g

V=

A magnitude da onda de corrente correspondente dada por:

MY

I —
\ .
R, R,+R,

Se tracarmos o gréfico da tensdo na posi¢do z =z como fungdo do tempo, obteremos a funcio

degrau ilustrado na Figura 2.12. A corrente no ponto z = z, apresenta a mesma forma, porém com o

valor I calculado acima.

21



A.
S
R, R, RS V.
i_l_vo L_
=1

Z:O =

Figura 2.13: Fonte DC aplicada a uma LT — caso geral sem perdas.

Quando as ondas de tens@o e corrente atingem a carga, em z =/, nido hd reflexdo pois

I', =0. O estado estaciondrio fica, assim, estabelecido e a linha inteira fica carregada com uma
tensdo igual a V. Se, contudo, tanto R, e R, sdo diferentes de R, como na Figura 2.13, a

situacdo é mais complicada. Assim, para f =0 a fonte envia uma tensdo de magnitude,

R
R,+R

8

V= A (2.54)

na direcdo +z com velocidade u =1/ v LC . Como no caso anterior, pulso V;” ndo “conhece” o
comprimento da linha e nem a carga e, portanto, se propaga como se a linha fosse infinita; quando
t=T=I/u,onde T é o tempo de trinsito da LT, esta onda atinge a carga, no ponto z=1[. Aqui,

como R, # R, surge uma onda refletida que viajard na dire¢do —z com magnitude,

vV =TI, V/, (2.55)

onde I', , o coeficiente de reflexdo na carga, é dado por:

_R R,

R +R,’ (2.56)

L

A onda refletida na carga atinge a entrada da linha no tempo 7 =2T, onde € refletida, pois R, # R, .

Uma nova onda com magnitude V., viajando na dire¢do +z , surge com amplitude
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vy =T,V =I,T[, V, (2.57)
sendo,
R —R

__8 0

* R, *+R,

o coeficiente de reflexdo devido a resisténcia R, . Este processo continua indefinidamente, com

ondas viajando em direcdo a carga (+z) e em direcdo ao gerador (—z), sendo refletidas a cada

t=nT (n=1,2,3,--).

Observemos dois pontos: primeiro, como I', ou I',, ou ambos, podem ser negativos, as
ondas refletidas podem ter amplitudes negativas; segundo, exceto para o circuito aberto ou fechado,
|FL| e |Fg | < 1. Isto significa que as magnitudes das sucessivas ondas refletidas se tornam menores a
cada reflexdo até atingirem um valor convergente. Este processo, para R, =3R, (I',=1/2) e

R,=2R, (I',=1/3) ¢ ilustrado nas Figuras 2.14 e 2.15, para ondas de tensdo e corrente,

respectivamente. As tensdes e correntes em qualquer posi¢do da linha de transmissdo, e em

qualquer intervalo de tempo, podem ser calculadas através das somas algébricas

>

Vi+V +V,+V,+V +- e T+ [+ L+ +1;+--, respectivamente.
Vamos calcular o valor final da tensdo sobre a carga V, =V(I), quando a varidvel ¢

aumenta indefinidamente. Assim,

V, =V +V +V,+V,+V/+V, +--
V, =V (14T, +T I, +T I} + 20, + 20 +-)

V, =V [(14T,[, + 00, 4+ )+ T, (1+T,L, + 100, +--) |

VvV, =V’ ! + L
S RS 0 A AR B o U A

1+
VvV, =V | —&|. 2.58
L IL_QEJ (2.58)
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Para o exemplo em questdo: V,” =%, I, =% el =%, logo: V, :%V1+ =§VO quando f —>oo.
V(z,t)u
‘/l+
[-——
-
0 l
(2)
v(zt) 4

» I
0 l
(b)
Av(z)
4
v, T?
V|+ e e e === -
Vi +v
» 7
0 1

(©
Figura 2.14: Transiente de tensdo na LT da Figura 2.12 para R, =3R, ¢ R, =2R,. (a) pulso de tensdo de amplitude

+

V, V,
V= % ,em 0<7<T; (b) pulso de tensdo de amplitude V, = 2‘ = 60 ,em T <t <2T; (c) pulso de tensdo

Vi :&,em 2T <t <3T .
3 18

de amplitude V, =
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i(z1) 4

1+

(a)

i(z,t) A

>z
0 l
(b)
l(Z, l‘)h
fpf-----! T
I IM+1
» 2
0 !
©
Figura 2.15: Transiente de corrente na LT da Figura 2.12 para R, =3R; e R, =2R,. (a) pulso de corrente de amplitude
vV, \'A V,
I[ =—L=—2"em 0<t<T; (b) pulso de corrente de amplitude I, =——L=-—2"em T<t<2T; (c)
R, 3R, R, 6R,
pulso de corrente de amplitude I} =—2=—2— em 2T <r<3T .
R, 18R

0 0

Este resultado €, obviamente correto, porque na situacdo estaciondria, V, € dividido entre R, e R,

narazao de 3 a 2. Da mesma forma,

( 1-r, Vv
Ll = = | =
1-T,T', | R,

ou seja,

3W _ Vo

Y 5R SR

A Figura 2.16 apresenta o modelo elétrico de uma LT em estado estacionério.
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Figura 2.16: Modelo elétrico de uma LT em estado estaciondrio.

2.4. Diagrama de Reflexao (zig-zag)

O diagrama de reflexdo de tensdo para a LT da Figura 2.13 € apresentado na Figura 2.17.

Este comeca com uma onda V,” para =0, viajando do gerador (z=0) na dire¢do +z com

velocidade u =1/VLC .

r 4
vy
% B
1
AT |
t ===
! Fa
1 +
X v,
1
1
1
| 3r
1
1
I +
P! rr.v
[
1
2T 1
L=== :
2
1
1 I, v/’
1
1
1
1 T
1
1 v
1
1
P
t] o 11
1 » 2
0 =3z I

Figura 2.17: Diagrama de reflexdo de tensdo para a LT ilustrada na Figura 2.13.
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Esta onda estd representada pela linha reta associada a V,", tendo esta linha uma inclina¢@o positiva
. 1 . . -
igual 2 — (tangente). Quando a onda V, atinge a carga, em z =1/, uma onda refletida V, =T, V"
u
surge, caso R, #R,. A onda V| (representada no diagrama por uma linha reta direcionada,
. + . N T N .
associada a I'; V|, com tangente negativa igual a——) viaja na dire¢cdo -z, incide na fonte em
u
t=2T, gerando uma onda refletida V; =", V[ =T", ", V", representada no diagrama por uma

segunda linha direcionada com tangente positiva — . Este processo continua indefinidamente.
u

O diagrama de reflexdo de tensdo pode ser usado convenientemente para determinar a
distribui¢do de tensdo ao longo da linha de transmissdo em um determinado instante de tempo,
assim como, a variac¢do da tensdo como fun¢do do tempo em um ponto arbitrdrio da linha. Assim,

suponhamos que queiramos saber a distribui¢do de tensdo ao longo da linha para ¢=t¢,, com
3T <t, <A4T . Para tanto, procede-se da seguinte forma:
1. Marque 7, no eixo vertical do tempo do diagrama de reflexio de tensio;
2. Trace uma linha horizontal a partir de ,, intersectando a linha direcionada associada com
r gl“i V" em P,. Observe que todas as linhas direcionadas acima de P, sdo irrelevantes ao nosso
problema, uma vez que pertencem a t >1,;
3. Trace uma vertical através do ponto P,, intersectando o eixo horizontal em z=z. O
significado de z, é que no intervalo 0< z <z (a esquerda da linha vertical) a tensdo tem o valor
igual & V/'+V, +V,) =V (1+FL +I gFL), e no intervalo z, <z<[ (a direita da linha vertical) a
tensdo é&: V' +V, +V,+V, =V (1+FL +T I, +T gl“i). Existe, portanto, uma descontinuidade em
z=g,iguala I I7 V';
4. A distribui¢do de tensdo ao longo da LT em 7 =¢,, V(z,t4) é, portanto, como ilustra a Figura
2.18 para R, =3R, ([, =1/2) e R, =2R, (T, =1/3).

A seguir, vamos achar a variacdo da tensdo como uma fun¢do do tempo no ponto z =z, e,

para tanto, usaremos o seguinte procedimento:
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1. Trace uma vertical em z,, intersectando as linhas direcionadas nos pontos F,, B, P,, P,, P, e

assim por diante. Existird um nimero infinito de tais intersec¢des se R, # R, ¢ R, # R;, como

também teremos um numero infinito de linhas direcionadas se (F L O) e (Fg # 0) ;

?V(Z’Q)

‘/1+ (1+FL+FgFL) —I_ ______________
Vi(4T,) o e e e oo -

Vl*. ____________________

Figura 2.18: Transiente de tensdo em uma LT sem perdas: R, =3R,, R, =2R,.

8

2. A partir desses pontos (interseccdes), trace linhas horizontais intersectando o eixo vertical

(eixo t)em ¢, t,, t;, t,, t; € assim por diante. Estes sdo os instantes para os quais uma nova onda

de tensdo chega e, abruptamente, muda a tensdoem z =gz,;

3. A tensdo em z=gz, como uma funcdo de ¢, pode ser lida do diagrama de reflexdo de tensao,

conforme a Tabela 2.1 para ;.

Tabela 2.1 — VariagOes da tensdo na LT no ponto z=z,.

Intervalo de tempo Tensdo Discontinuidade de tensdo
0<r<t, (t,=2z/u) 0 0
n<t<t, (t,=2T-1t,) A V' em
,<t<t, (1,=2T+1,) Vi (1+T,) [,V emt,
n,<t<t, (t,=4T-1,) Vv (14T, +I,T,) I,V emt,
1, <t<t; (1, =4T+1) V(14T +T, I, +T.I7) I I}V, em 1,
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4. O grifico de V(z,,r) ¢ apresentado na Figura 2.19 para T', =1/2 e T', =1/3. Quanto ¢

aumenta indefinidamente a tensdo em z; (e em todos os outros pontos da LT sem perdas) assumirdo

o valor EV0 .
5

ﬂ‘v(zvt)
FgFiVlJ'
V
3—50 ettt Sttt J_— —l_——J=v—
LV’ f A
. T
3
: 1 ! 1 I 1 ! 1 >
0 4 T L 2T 4 3T Ly AT s

Figura 2.19: Transiente de tensdo em uma LT sem perdas: R, =3R, € R, =2R,.

O diagrama de reflexdo da corrente € similar. A diferenca essencial € o sinal negativo das ondas

viajando na dire¢io —z, como observamos na Eq. (2.50). O grifico de [ (zl,t) ¢ mostrado na

Figura 2.20.
4i(z.1)
Y
3R,
v il
5R, T T T T T T T T T T T T .
: 1 I 1 I 1 I 1 » 1
0 4 T LT 4 3r I, 4T I
1 1 V, V,
r == l"ng If=—% [(Zl °°)=70
-2 3 3R, SR,

Figura 2.20: Transiente de corrente em uma LT sem perdas: R, =3R; € R, =2R,.

A seguir apresentamos duas situacdes especiais:
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a. Quando R, =R, (carga casada, I', =0), tanto a tensdo como a corrente apresentardo nos seus
diagramas de reflexdo apenas uma linha direcionada no intervalo 0 < < T, independente do valor
de R,;

b. Quando R, =R, (gerador casado, I', =0) e R, #R,, os dois diagramas terdo apenas duas

linhas direcionadas, existindo nos intervalos 0<t<T e T <t <2T.

2.5. Propagacao de Pulsos em Linhas de Transmissao
A fonte DC estudada anteriormente pode ser representada como,
v, (t1)=V,U(r), (2.59)
onde U(#) é a fungdo degrau unitério, definida como:
U(t)= 0. 1<0 (2.60)
L >0 '
Se tivermos uma excitacdo em forma retangular, podemos aproveitar a andlise desenvolvida

para a fonte DC, decompondo o pulso em duas fungdes degrau. Por exemplo, um pulso com

amplitude V, e duragdo de =0 a t =7, mostrado na Figura 2.21, pode ser escrito como,
v (1)=V,[U(1)-U(:-T,)]. (2.61)
Se o sinal v, (t) descrito na Eq. (2.61), for aplicado a uma LT, a resposta transiente &

simplesmente a superposi¢do dos resultados obtidos devido a uma tensdo DC, V,, aplicada em

t=0, e outra, -V, aplicada em ¢ =T} . Ilustraremos este processo no Exemplo 2.1.
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0 T

Figura 2.21: Fun¢ao degrau com amplitude V.

Exemplo 2.1:

Um pulso retangular de amplitude 15 V e durag¢do 1 us, ilustrado na Figura 2.22(a), é lancado na

entrada de uma LT de 50 Q (cabo coaxial sem perdas), cujo material isolante no cabo possui

constante dielétrica igual a 2,25. A LT tem 400 m e estd curto-circuitada. Sabendo que
R, =25 Q, determine a resposta no ponto médio da LT como fung@o do tempo até 8 us . A Figura

2.22(b) apresenta uma ilustracdo da LT descrita anteriormente.

5 (0[V] A

R,=50Q

v ()2

» ! [ﬂS] 1
0 1 0 200 m 400 m

Figura 2.22: (a) Pulso retangular de 15 V e duragdo de 1 us ; (b) Modelo elétrico da LT.

Solugdo:
. 25-50 1
£ 25450 3

R, =0 = r,=-1,

)

v, (1)=15[U(1)-U(r-10°)],

c 3x10°

U=—=

Je 2,25

=2x10° m/s,

Em=0,ez=0:
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15v:O R,=50Q

onde V;" é a tensdo inicial na LT e T o tempo de transito.

O diagrama zig-zag para a tensdo € mostrado na Figura 2.23, onde as linhas cheias (sélidas)
correspondem aos +15 V aplicados no instante ¢=0, e as linhas tracejadas aos —15V

aplicados em 7 =1 us . As tensdes associadas ao degrau negativo estdo entre paréntesis.

Tragamos uma vertical em z =200 e uma horizontal em 7 =8 us. A tensdo devido a 15U (z)
pode ser lida das intersec¢des da vertical com as linhas direcionadas sélidas, veja v, (1) na
Figura 2.24(a). J4 a tens@o devido a —15U(t—10'°) ¢ tirada das intersec¢des com as linhas

direcionadas tracejadas, veja v, () na Figura 2.24(b). A reposta solicitada v(200,z), para

0<t<8 us é obtida somando v, +v,, veja Figura 2.24(c).

f [,us]“
Pl
-~ +1)9
9 <\
3 _____\_..“ (+1/3)
I ~
/3 7
(-1/3) _h/ 6
- 1
-
5 <\ +1/3 I
~
4 ~L‘\+1)\
! ~<
Y~
(-1) - 2
T
I 4
0 1 » 2 [m]
0 200 400

Figura 2.23: Diagrama de reflexdo para a LT mostrada na Figura 2.21.
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(a) '
v
L ’ I : I ! » 1 [1s]

] 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 T 8
A
Vh(r)
1 2 3 4 5 6 7 8 l
® } } f : : : > 1 [us]
'W T
A v(200,7)
3 4 ] 7 8
(c) 0 ! i 1 L > ! [/IS]
1 2 5 6 L1

Figura 2.24 — Transiente em uma LT com os terminais curto-circuitados. (a) tensdo no ponto médio da LT devido ao degrau

positivo; (b) tensdo no ponto médio da LT devido ao degrau negativo; (c) tensdo total no ponto médio da LT.

Exemplo 2.2:

Uma LT sem perdas, sem dielétrico entre os seus condutores, em circuito aberto, R, e comprimento
[, € inicialmente carregada a uma tensido V,, como ilustra a Figura 2.25. Quando =0, a LT ¢é

conectada a uma resisténcia R = R, . Esboce a tensdo e a corrente na carga R em func¢io do tempo.

Solucdo:

Parat=0e z=0,

By o,
R+R, 2

V) =-
l ) .
Em tr=-—, (Vl')+ atinge o extremo aberto, onde I, =1, e surge a onda refletida
c

- + v 21 .
(V) =(V))” =—-2. Esta onda volta na entrada, quando 7 = e € totalmente transmitida (I, =0),
1 1 2 c 8

P ~ +
porém, somando-se com a tensdo na entrada — (V,) .
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~
A
v

() (©)

Figura 2.25 — Modelo da LT; (a) LT com os terminais em aberto; (b) LT carregada modelada como uma fonte de tensdo V,,

mais uma LT  descarregada; (c) modelo para LT r=0 e 7 = 0.

JVir(0.1) 2 L (01)
2 _or 2
c c
0 l » ! 0 » !
|
1
: I7 oY
s o/ """ R, 2R,
2 2R,
-V, b====
(a) (p)
Vet I (1
A R( ) A R( )
Yo Yo
2 2R,
0 > ! 0 » !
= 2
c

(c) (d)
Figura 2.26 — Modelo da LT; (a) LT com os terminais em aberto; (b) LT carregada modelada como uma fonte de tensdo V,,

mais uma LT’ descarregada; (c) modelo para LT r=0.
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Temos, portanto, uma forma de gerarmos um pulso retangular através do descarregamento de
uma LT, com largura ajustivel de acordo com o comprimento / da linha, como mostra a

Figura 2.26.

Exemplo 2.3:

Considere uma LT em estado estaciondrio antes da abertura da chave, conforme mostra a

Figura 2.27. Calcular a tensdo e corrente no ponto z = % como funcdo do tempo.

t=0
I()

Rgé RO RL
V. ! T

OO

Y

Figura 2.27 -LT carregada

O modelo equivalente da LT acima é mostrado na Figura 2.28, onde I € o coeficiente de

reflexdo de corrente.

t=0
A i
° N
1, GD LT R, (supondoR, >R,))
r, =1 r,>0
I =-1 I’ <0

Figura 2.28 — Modelo equivalente LT carregada

i(z0)=i(z,1)+1,

v(i,tj: v'(i,tj+vo
2 2

35



T/2 T 31/2 2T 5T/2 3T 7T/2 4T 9T/2
1 1 1 1 1 1 1 »
T T T I I I ! I i
FLIO Filo
" I I
‘[l )
i|—,t
A (2
1—‘LIO
1"2101
1 1 1 1 >
T T T T v
T/2 T 3r/2 2T 5T/2 3T T/2 aT 97/2
v ! t
T2
T/2 T 31/2 2T 5T/2 3r 7T/2 4T 97/2
1 1 1 1 1 1 1 1 »
T T T T I I ! I i
V1+ =-1,R,
""" [T v
1T v .
4oy 4oy
____________________________________ J_________'—ﬁ_ ——
o[ Lot
A 2 ’
|
1 1 1 1 1 1 ! 1 }
1 1 1 1 1 1 1 1 1
T/2 T 3T/2 2T 5T/2 3T 7T/2 4T 97/2



V(z,00) =V +2V'T, +2V'T; +2V'T) 4+,

V’(Z,oo):V++2V+FL(1+FL+1"i+...)’

, N . 1
,00) =V 42V'T R
(z) (=)

L

V(zeo) =V 142 |2y [ Bl |y Be )
I-T, I-T, R,

V*=I'R,=—I,R,,

Ve
I,=- ,
R, +R,
0
‘R, +R,
, R R

v(z,00) =v(z,00)+V, =R, | - +V, —,
o R, +R,

2.6. Linha de Transmissao com Carga Reativa

2.6.1. Carga Indutiva

Vamos considerar o circuito mostrado na Figura 2.29(a), cuja chave é fechada no instante

~ Vo .. .
t=0. Nesse momento, uma onda de tensao V" = 20 viaja pela LT até atingir a carga no tempo

l . - . . . A
t=—=T, a onda refletida V, (t) é gerada devido ao descasamento de impedancia na carga.

u
Precisamos achar a relagdo entre as tensdes V,” (r) e V;". Em z=1, as relagdes abaixo valem para

t>2T),
v (6) =V +V (1), (2.62)
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(a)

W= L

(b)
Figura 2.29 — Cilculo de transitente para uma LT sem perdas com uma terminagdo indutiva. (a) circuito de uma LT com

terminacao indutiva; (b) circuito equivalente para a carga, ¢t > 7T .

i () =—[V" =V ()], (2.63)
0
d .
v (1)=L, i (7). (2.64)

Eliminando V;” (7), usando (2.62) e (2.63), obtemos,

v, (1) =2V =Ry, (). (2.65)

A Eq. (2.65) descreve a aplicacdo da Lei de Kirchoff ao circuito da Figura 2.29(b), o qual é de fato

o circuito equivalente na carga para t 27T . Combinando (2.64) e (2.65), temos, para t 2T :

LL%I-L (1)+ R, (1) =2V, (2.66)

cuja solugdo,
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i (1)= 2;? {l—exp(—%(t—T)ﬂ, (2.67)

L

mostra que i, (T)=0 (CA)e i, ()= 2;/‘

0

(CC). A tensdo na carga, via (2.64), é:

4 (1) =2v* exp| =Ko (s
vL(t)—LLEzL(t)—ZV1 exp( i (¢ T)] (2.68)

L

A amplitude da onda refletida V,” (¢) pode ser determinada diretamente de (2.62),

Vi(t)=v, ()= (2.68)

Vo (r)=2v {exp(—%(l—T)J—l} (2.69)

Wp----- A e z
1 f=2T-=L
u
‘/14-

(b) (d)

Figura 2.30 — (a) corrente na carga indutiva como funcdo do tempo; (b) tensio na carga indutiva como fun¢io do tempo; (c)

y
~

tensdo refletiva na carga como func¢éo do tempo; (d) tensdo ao longo da LT para T <t, <2T .
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2.6.2. Carga Capacitiva

Como ilustra a Figura 2.31, o circuito para uma LT carregada com carga capacitiva é similar ao

problema anterior (carga indutiva), logo a andlise € similar. Aqui, entretanto, usaremos a relagdo:
—v, (7). (2.70)

Assim, levando (2.70) em (2.65), obteremos, para t>T ,

€, Lo, (1) 4=, (1) ==V,

" R i 2.71)

com V,* =%. A solucdo de (2.71), para t>T , é:

L
Ro% R,
YT 1-

e}
|
I1

2=z, z=1
(@)
R, i
—\\A K —o— T .
V= . == w
z=l
(b)

Figura 2.31 — Cilculo de transitente para uma LT sem perdas com uma terminagdo capacitiva. (a) circuito de uma LT com

terminagdo capacitiva; (b) circuito equivalente para a carga, t =T .
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v (1)=2V {1 —exp(— (I_T)H. 2.72)

R,C

0~L

A corrente pode ser obtida de (2.70), tal que:

iL(t)zﬁexp(—@J. (2.73)

Usando (2.72) em (2.62) temos:

Vo(r)=2v B—exp(—(t_T)H. 2.74)

RO CL

A Figura 2.32 ilustra uma representagdo grafica para v, (¢), i, (), V,"(.t) e v(z.1,).

1 VA S V]* ___________________

2V1+ 2\/1+ _____________

‘/l+

v
~

%

(%) (d)
Figura 2.32 — (a) tensdo na carga capacitiva como fun¢do do tempo; (b) corrente na carga capacitiva como fungao do tempo;

(c) tensdo refletiva na carga como fungdo do tempo; (d) tensdo ao longo da LT para T <f, <27 .
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2.7. Analise das Linhas de Transmissao no Dominio da Freqiiéncia

Para a andlise da linha com dependéncia temporal harmonica, usaremos uma representacao
fasorial, tomando a fung¢do cosseno como referéncia. Deste modo, podemos escrever a tensdo e

corrente instataneas na linha sob a forma:

v(z.t)=Re[V (z)exp(jar)], (2.75)

i(z.t)=Re[I(z)exp(jax)]. (2.76)

onde, V(z) e I(z) sdo fungdes da coordenada espacial z e ambas podem ser fungdes complexas.

Substituindo (2.75) e (2.76) nas Egs. (2.40) e (2.41), temos:

_dizv(z)=(1e+ joL)1(z). 2.77)
V()= (R+ joL)1(2). (2.78)

Combinando (2.77) e (2.78), podemos desacoplar as equagdes, escrevendo:

~Lv(@)=rv(a), @79)
o
—d—zzl(Z)= y1(z). (2.80)
onde,
y=a+jB=\(R+joL)(G+joC) [m'], (2.81)

As equacdes (2.77) e (2.78) sdo as equacdes da LT no regime harménico ou dominio da fregiiéncia.
. . i 0 . A

Estas podem ser obtidas diretamente das Eqs. (2.44) e (2.45), substituindo > por jw. O parametro

¥ é chamado constante de propagagdo, cujas partes real e imagindria, @ e [, sdo as constante de

atenuagdo [Np/m| e constante de fase [rad/m], respectivamente. Observe que a nomenclatura aqui
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empregada € andloga aquela usada no estudo da propagacdo de ondas planas em meios com perdas
(disciplina EE540). Essas quantidades ndo sdo totalmente constantes e, em geral, dependem da
freqiiéncia de forma complicada.

A solucdo para as Egs. (2.79) e (2.80) serdo:

V(z)=V*"(2)+V (2),

V(z)=V, exp(-yz)+V, exp(yz). (2.82)

I(z)=I"(2)+1 (z2),

I(z)=1; exp(—yz)+1; exp(yz), (2.83)

onde os sinais sobrescritos, (+,—), representam ondas propagando-se nas dire¢cdes +z e —z,

respectivamente. As amplitudes (VJ,IJ ) e (VO’,IO‘ ) estdo relacionadas através das Eqs. (2.77) e

(2.78), sendo facil de verificar que:

Vo __ Vo _RtjoL (2.84)
A A 14

Para uma linha infinita (realmente uma LT semi-infinita com a fonte na entrada) os termos

contendo o fator exp(—}’z) devem se atenuar até desaparecer. Como nio existem ondas refletidas, a

linha suportard somente ondas viajando na dire¢do +z . Assim, a tensio e corrente na LT podem ser

escritas sob a forma:
V(z) =V, exp(~7z), (2.85)

1(z)=1I; exp(-7z). (2.86)

A razdo da tensdo e a corrente em uma LT infinitamente longa, definida na Eq. (2.84),

independe da posicdo z e é denominada impeddncia caracteristica, Z, [Q] da LT. Assim:

Z=R+ja)L: 14 _ R+ja)L. 2.87)
0 y G+ joC \ G+ joC ‘
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Note que ¥ e Z, sdo propriedades caracteristicas da LT, independente de seu comprimento. Tais

parametros dependem apenasde R, L, G, C e @, e ndo do comprimento da linha.

Convém observar que existe uma analogia perfeita entre uma linha de transmissdo e as

ondas planas uniformes com incidéncia normal num meio com perdas.

y=a+jp=a jié

-
£

com,

Vejamos os casos especiais:
1. LT sem perdas (R=0,G=0):

a. Constante de Propagacio:

y=a+ jf=jalLC,

a=0,

S =aVLC (fungdo linear de @).

b. Velocidade de Fase:

= (constante)

c. Impedancia Caracteristica:

Zy=R,+jX,=.,—

o=

(2.88)
(2.89)
(2.90)

(2.91)

(2.92)
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R, = \E (2.93)

X, =0 (2.94)

2. LT com baixas perdas (R << @wL ,G << wC):

As condig¢des de baixas perdas s@o mais facilmente satisfeitas para altas freqiiéncias.

a. Constante de Propagacao:

y=a+jf=joNL { } {1+ G} .
JoL J

jwC

Usando a expansao,

(1+x)" =1+§+9(x2), para |x|<<1,

temos,
Y= ]a;\/LC{H +9( 1ZJM1+ .R +0(L2ﬂ
oL @ j2wC [
ol
@
=% ( )+Ja)\/LC+9( j
=L R €6 IE 4 ioIC
:2[R\/:+G\/;j+1 LC. (2.95)
1 C L 1R
=5(R\/%+G\/EJ—ERT), (2.96)
c,

S =aVLC (aproximadamente uma fungdo linear de ). (2.97)
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Na Eq. (2.96) assumimos que §>> % Esta relag@o se aplica na maioria das LTs praticas, por

exemplo, para linhas telefonicas bifilares tipicas temos:
R=25 Q/km,
G=0,3 uS/km,
L=2,5 mH/km,
C =5 pF/km,

R, = =333x10° Q.
G

e, portanto,
E =0,016666 e £ =10"".
G R
Assim:
ﬂ =166,66,
G/C

atendendo a condigio R/L>>G/C . Para cabos coaxiais essa relagio é da ordem de 10",

b. Velocidade de Fase:

(aproximadamente constante).

c. Impedancia Caracteristica:

Z,= £{1+;(£—gj+9(%ﬂ,
C j2o\ L C @
L L1 R G
=z, |==j ==l == 2.
% \E J\/;(Za)j(L c] (2.98)

Assim,
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3. LT sem distorcdo EZQ :
L C

a. Constante de Propagacao

y=a+jﬂ=\/(R+ij)(%+ja)Cj,

C
=.[—(R+ jwL).
y ﬁ( joL)
0{=R\/§¢0,
L

S =aoVLC (fungdo linear de ).

Assim,

b. Velocidade de Fase

= (constante).

c. Impedancia Caracteristica

. R+joL [L

R, = < (constante),

&‘

L
X,=0.

(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

(2.107)
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Obs.: Neste caso, exceto pelo fato da constante de atenuacdo ser ndo-nula, as caracteristicas de
uma LT sem distor¢do sdo as mesmas de uma linha de transmissdo sem perdas.
Um fendmeno conhecido como dispersdo surge quando existe dependéncia da velocidade de

2

fase (u,) com a freqii€ncia. A condi¢do u, constante € satisfeita pela LT sem perdas e ¢

aproximadamente satisfeita pela linha com baixas perdas. Numa linha de transmissdo com perdas as
amplitudes das ondas serdo atenuadas, e a distorcdo surgird quando as diferentes componentes de
freqliéncia atenuam-se diferentemente, mesmo quando as mesmas viajam com a mesma velocidade.

Em geral, uma LT com perdas € dispersiva, da mesma forma que um dielétrico com perdas.

Exemplo 2.4:

A atenuacdo numa LT de 50 Q, sem distor¢do, é de 0,01 [dB/m] e a linha tem uma capacitincia
de 0,1 [nF/m].

a. Calcule resisténcia, indutincia e condutancia por unidade de comprimento, da L'T.
b. Ache a velocidade de propagagdo da onda na LT.
c. Determine a percentagem para a qual a amplitude de uma onda de tensdo propagante se reduz

emlkme 5km.

Solugdo:

a) Para a LT sem distor¢do,

~|=
alQ

C

Por outro lado, sabendo que ¢, = 8,868,
o= R\E =0,01/8,686=1,15x10"°

p°

As relagdes acima sdo suficientes para determinar R, L e G . Assim:

a:% = R=aR,=0,057 [/m]
2
=< = ch(ﬁj =0,25 [#H/m]
L o
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RC R
c=RC G=—22238[uS/
L = O [#5/m]
b) u =1 =ox10° [m/s]
" JLe
V, B
¢) v =exp(-7yz)
v,
z=1km = 7=exp(—1,15)=0,317 = 31.,7%
1

z=5km = =exp(-5,75)=0,0032 = 0,32%

=<

2.7.1. Constante de Atenuacao a partir de Relacoes de Poténcia

Da Eq. (2.81) temos que:

a=Re{y}=Re{|[(R+ joL)(G+ jaC)}.
Para uma carga casada (ou linha de transmissao infinita),

V(z)=V,exp[-(a+jB)z]. (2.108)

V .
1(z)=—~exp[~(a+ jp)z]. (2.109)
0
Sabendo que a poténcia média em um ponto qualquer da linha é dada por:

P(z) =%Re{V(z)1*(Z)}’

entao,
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(2.110)

2
P(z)= %l R, exp[—2az].
2lz,

Como a poténcia média por unidade de comprimento, P, , pode ser calculada por,

PLz—iP(z), (2.111)
0z
entao,
(z)=2aP(z)
E, assim:
_ P (2) @}
0!—2P(Z) {m . (2.112)

Exemplo 2.5:

a. Calcule & emfungdode R, L, G e C.

Solugdo:
Considerando uma LT casada:

%[R|I +G|V(z)ﬂ
PL(z)=2VZ|| (R+G|2,[)exp[-202]
a=%(R+G|ZO|2) [%}

0

b. Para uma LT com baixas perdas e, considerando (% >> Ej :

Z,=R, =\/%, logo:
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a=tr[Crg[L]1E,
2(7VL Cc) 2R,
L

oo [E

O resultado acima coincide com os resultados para altas freqiiéncias, onde R<<wL e

G << wC

onde,

c. Parauma LT sem distor¢io (% = —j :

visto que,

2.8. Caracteristicas das Linhas de Transmissao Descasadas

De (2.82) e (2.83), vimos que:

V(z)=V, exp(—yz)+V, exp(7z). (2.113)
I1(z)=1I5 exp(—yz)+ 15 exp(yz)., (2.114)
com,
A
——=——=Z,, 2.11
I+ I 0 ( 5)
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onde V" exp(—yz) representa a onda se propagando a direita e V, exp(yz) a onda se propagando a

esquerda. Além disso, conforme visto anteriormente, para ondas lancadas em linhas infinitas (ou LT
casadas), ndao temos ondas refletidas.

Para uma LT com carga arbitraria, conforme ilustrada na Figura 2.33, as Egs. (2.82) — (2.83)

podem ser escritas como fung@o dos pardmetros de carga, isto é, V" e V; como fun¢dode V,, I, e

5O () [
i

Z:
7=0

Figura 2.33: LT finita terminada com uma carga de impedancia arbitraria Z, .

Assim, fazendo z=1[ em (2.113) e (2.114), e lembrando que:

temos:
V, =V, exp(-y)+V, exp(¥),

+

1, = 2-exp (1) - exp(71).

0 0

Resolvendo as equagdes acima para V" e V, , temos:

V0+=%(VL+ILZO)exp(7/Z), (2.116)

_ 1
Vi =2 (V.= 1.2,)exp(-71). 2.117)
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Lembrando que, V, =1,Z, , os coeficientes V" e V" podem ser reescritos:

v0+=’_2L(zL+zo)exp(yz), (2.118)

~

Vy ==%(Z,-Z,)exp(-/). (2.119)

Observando, ainda, que 7’=1-17z, a tensdo e a corrente na linha de transmissio podem ser escritas

como fung¢io da coordenada 7', medida a partir da carga.Assim:

V(Z) =%[(ZL +Z,)exp(y2)+(Z, = Z, ) exp(-77) ], (2.120)

()= ZIZL [(ZL +Z,)exp(yz')-(2, —Zo)exp(—}/z')]. 2.121)

0

Considerando as relagdes matematicas,

exp(yz’)+exp(—yz’) =2cosh(y7),

exp(yz’)—exp(—yz’) =2senh (yz),

as Egs. (2.120) e (2.121) podem ser reescritas na forma hiperbdlica, sob a forma:

v()=1, [ZL cosh(y7')+Z, senh(}/z')], (2.122)
7 I ’ ’
I(z)=Z—L[ZL senh(yz")+Z,cosh(yz )} (2.123)

A impedancia da onda na linha, em um ponto 7" qualquer, pode ser derivada diretamente das Egs.

(2.120) — (2.121) ou (2.122) — (2.123). Assim, na forma hiperbdlica a impedancia pode ser escrita:

Z, +Z, tanh (yz)
Z,+Z, tanh(y7)

[Q]. (2.124)

Z(Z)= =Z{

| |
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Na fonte, z'=1, o gerador “olhando” em dire¢dio a carga “vé&” uma impedancia de entrada

Z,, como ilustrado na Figura 2.34, tal que:

VA I,
g
I ! P
L +

Figura 2.34: Circuito equivalente no gerador.

Z=Z

i

'=] Z. +Z tanh (¥l
[Z ]—Z—L o tanh (77) (2.125)

z2=0) "’ Z,+Z, tanh(y1)’
Obs.: Para outra posi¢do na LT o circuito equivalente da Figura 2.33 ndo se aplica.

A partir do circuito da Figura 2.34, observamos que a tensdo na entrada da linha de

transmissdo pode ser facilmente determinada através de um divisor de tensdo. Portanto:

Zi
V=V (2.126)
c,
Vg
L=t (2.127)

A poténcia média aplicada na carga é:

1 .
(Pav )L = ERe{VLIL}:

=1,7=0"

onde V, e I, sdo dados em valores de pico. Lembrando da relagdo V, =1,Z, , podemos reescrever

a poténcia entregue a carga sob a forma:
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2
1 %
(Pav )L =ERL Z_L

=%RL|1L|2, (2.128)

L

A poténcia média aplicada na entrada da linha é:
(P.), =>Refvi} . (2.129)

e para uma linha sem perdas,

(B,),=(P,),- (2.130)

Z()=2,. (2.131)

Nesse caso, a tensdo e a corrente, definidas em (2.120) e (2.121), respectivamente, podem ser

escritas como:

V(z)=[1,Z,exp(71) Jexp(~yz) =[ V, exp(¥) Jexp(~yz) =V, exp(~7z), (2.132)

I(z)= [IL exp(}/l)]exp(—}’z) =1 exp(-yz). (2.133)

Como podemos observar as Eqs. (2.132) e (2.133) correspondem a um par tensdo/corrente que
propaga na LT no sentido +z (gerador para carga), sem a presenca de ondas refletidas da carga.

Esta situacdo diz-se que a linha de transmisséo estd casada, simulando uma linha infinita.

Exemplo 2.6:

Um gerador de sinais com R, =1 [Q] e tensdo v, (r) =0,3cos(27r><108t) [V] ¢é conectado a uma

LT sem perdas de 50 [Q] . O comprimento da LT é de 4 m e a velocidade de propagacdo da onda

55



é de 2,5x10° [m/s] . Para uma carga casada, determine: (a) as expressdes instantaneas da tensado e

corrente em um ponto qualquer da linha; (b) as expressdes instantaneas para a tensdo e a corrente na

carga; (c) a poténcia transferida a carga.
Solugdo:

a. vV, = 0,3£0° [V] (fasor tendo como referéncia o cosseno)
Z, =R, =1[Q]

Z,=R,=50 [Q]

@=27x10° [rad/s]

u,=2,5x10° [m/s]

[=4 [m]

Na situacdo casada, Z, =Z; =50 [Q] temos apenas ondas se propagando a direita, ou em

direcdo a carga. Assim:
50
1+50

~0,3£0°
Y1+50

V, =——x0,3£0" =0,294£0" [V]

x=0,005920" [A]

w 2xx10°
=—=""T"—"=087 [rad/
P u  2,5x10° [rad/m]

P

V(z)=0,294exp(—;0,87z) [V]

1(z)=0,0059exp(—,0,87z) [A]
As expressdes instantaneas correspondentes s3o:

v(2,1) =Re{0,294exp| j(27x10%1-0,872) |} =0,294c05 (27 x10°1-0,872) [V]

i(z.1) =Re{0,0059exp| j(27x10% -0,872) |}=0,0059c0s (27x10° ~ 0,872) [A]
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b. Nacarga z=[=4 [m]. Assim:

v(4,1) =0,294cos (27x10°t -3,27) [V]
i(4,1)=0,0059c0s (27x10°1=3,27) [A]

c.  Usando a Egs. (2.129),

(2),=(R.), =3Re{V () 1" ()}

(P,), =(B,), =(0.294x0,0059)

(E.),

( ‘V)z =8,7x10™ [W]

(Pav )L

(P,), =087 [mW]

2.9. Linhas de Transmissao como Elementos de Circuito

As linhas de transmissdo, além de serem utilizadas como guias de ondas para transferir

informacdo e poténcia entre dois pontos podem, na faixa UHF (freqiiéncias na faixa
300 [MHZ] a3 [GHZ] e comprimentos de onda entre 1 [m] a0,1 [m]), serem utilizadas como

elementos de circuitos.
Como discutimos anteriormente, para uma LT sem perdas temos que: y=jf e Z,=R,.

Lembrando que:

tanh (/) = tanh (j5l) = jtan(pI),

a impedancia Z,, a uma distancia [ da carga, Z, sera:

7R Z, + jR,tan(fI)
"R+ jZ, tan (Bl)

(2.134)

. Terminagéo em Circuito Aberto (Z ,— oo)
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Levando a condi¢do Z , — o na Eq. (2.134),

R
Z=jX = ]tan(,b’l) JjR,cot(pl). (2.135)

Lembrando que Sl =27zl/A, a Eq. (2.135) mostra que a impedancia de entrada de uma linha sem
perdas, terminada em circuito aberto, é puramente reativa, podendo ser tanto indutiva como

capacitiva, dependendo de seu comprimento /, visto que —oo < cot( ,Bl) <oo. A Figura 2.35 mostra
o grafico da reatincia de entrada X, =—R,cot(fl) como fun¢do do comprimento normalizado

(I/A).Para fl<<1, tan(Bl)= pl.

(indutiva)

(capacitiva)

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25
)

Figura 2.35: Reatincia de entrada para uma se¢do de LT com os terminais em aberto.

Assim:
. R, . L/C 1
Z,=jX==jp =] ==

Bl wlNLC awCl

e,
1
X, =———. (2.136)
wCl
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2.9.2. Terminag¢io em Curto - Circuito (Z ,=0)
Levando a condi¢do Z ;=0 na Eq. (2.134) temos,
Z, = jX,= jR,tan(pl). (2.137)

Assim como para a terminac¢do em aberto, a Eq. (2.137) mostra que a impedancia de entrada de uma

LT sem perdas, terminada em curto-circuito, é puramente reativa, podendo ser tanto indutiva como

capacitiva, dependendo de seu comprimento /, uma vez que —oo<tan(fl)<eo. A Figura 2.36
apresenta o grafico da reatincia de entrada X, =R, tan( ,Bl) como fun¢do do comprimento

normalizado (I/4).Se Bl <<1, tan(fl)= Il e,

Z. = jX, = jR,Sl = jolLC \E = joll

X, =oll. (2.138)

2.9.3. Secao de Quarto-de-Onda

Quando o comprimento da LT € um multiplo impar de quarto-de-onda, isto €,
A
l:(2n—1)z, n=1,2,3, -

entao,
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| : ! ; ; !
+ + } + { +
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25

)

Figura 2.36: Reatancia de entrada para uma se¢do de LT com os terminais em curto-circuito.

2 A V3
ﬂl :7(2’1_1)2: (2”—1)5

Lembrando que:

tan(fl) = tan[(Zn—l)%} — oo,
a impedancia de entrada, Eq. (2.125), pode ser reescrita como,
Z == (2.139)

A Eq. (2.139) mostra que uma linha de transmissio sem perdas, de comprimento multiplo impar de
quarto de comprimento de onda, transforma a impedancia da carga para a entrada como sua inversa
multiplicada pelo quadrado da resisténcia caracteristica, sendo denominado transformador de

quarto-de-onda. Assim,

Carga em circuito aberto (Z, - ) = Z =0,

Carga em curto-circuito (Z, =0) = Z, —> .
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Em geral como R, #0, quando Z, =0 a impedancia Z; ¢ muito alta, similar a de um circuito

paralelo ressonante.

2.9.4. Secao de Meia-Onda

Quando comprimento da linha de transmissdo ¢ um muiiltiplo inteiro de meio comprimento

de onda, isto é, lzng, n=1, 2,3, ---, entdo,
2z A
l=—/|n—|=nx.
=3 (r3)

Lembrando que,

tan(pl) =tan[n7|=0, para n=1, 2,3, ---,

a impedancia de entrada, Eq. (2.125), pode ser reescrita como,

=7, (2.140)

A Eq. (2.140) estabelece que uma secdo de meio comprimento de onda transfere a impeddncia de
carga para os terminais de entrada. Convém observar que, segundo a Eq. (2.125), para uma linha

de meio comprimento de onda com perdas a igualdade serd vélida somente se Z, =Z,.

Medindo a impedancia de entrada de uma LT qualquer, com os terminais de carga em curto

e em aberto, podemos determinar a impeddncia caracteristica e a constante de propagacdo na

linha. Usando a Eq. (2.125) obteremos, para os terminais de carga em aberto (Z ;= oo),

Z,, =Z,coth (7). (2.141)

Da mesma forma, para os terminais de carga em curto-circuito (Z, =0),

Z, =Z, tanh (#1). (2.142)
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Multiplicando as Egs. (2.141) e (2.142), e resolvendo para Z,, temos:

Z,=\2.Z, . (2.143)

c J (2.144)

As Eqgs. (2.143) e (2.144) se aplicam a qualquer linha de transmiss@o, com ou sem perdas.

Exemplo 2.7:

As impedancias medidas na entrada de uma se¢do de linha sem perdas, de comprimento

[=1,5 [m] < /4, com os terminais de carga em aberto e curto-circuitados, sdo: Z, =—;54,6 [Q]
e Z_ = jl03 [Q] respectivamente. (a) Calcule Z, e y; (b) Sem mudar a freqiiéncia de operagao,
encontre as impedancias de entrada para terminais de carga em aberto e em curto, para I’=2/ [m].

(c) Qual o comprimento da LT curto-circuitada de forma que a sua impedancia de entrada se

comporte como um circuito-aberto.

Solucdo:

a. Z, =12, Z, =~/54,6x103 =75 [Q]

}/=ltanh'1 Zic =Ltanh'1 ﬂ =Ltan"(1,373)=j0,628 [rad/m]
I Z ) 15 —j54.6) 15

b. Para uma LT curto-circuitada com /"=2[=3 [m]:

Y = j0,628x3,0 = j1,884 [rad]
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75

m:j24’35 [Q] = impedancia indutiva

Z,=Z,coth(yl)=j
Z, =Z,tanh(yl)= j75tan(1,884) =—;231 [Q] = impedancia capacitiva

. . A
Dos resultados acima podemos concluir que: 1,5 <Z <3,0 [m]
c. Para que a impedidncia de entrada de uma LT curto-circuitada esteja em aberto &

necessdrio que a secdo de LT tenha comprimento mdultiplo impar de quarto-de-onda,

como mostra a Figura 2.37.

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25
an)

Figura 2.37: Reatancia de entrada para uma se¢@o de LT com os terminais em curto-circuito.

Como ﬂzz—ﬂ-zz—ﬂ:lo [m], entdo:
B 0,628

l=(2n—1)%=§(2n—1),para n=1,273,-

1=2,5+5(n-1) [m]

Vamos, agora, analisar uma secdo de linha de transmissdo com perdas de comprimento

[ e com os terminais curto-circuitados. Nesse caso, a impedancia de entrada sera:
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~ ~ senh[((x+jﬁ)l] __ senh(al)cos(Bl)+ jcosh(al)sen(pl)
Z, =2, tanh(71) =2, cosh[((z+jﬂ)l} =% cosh(al)cos(Bl)+ jsenh(ad)sen(pl) (2-145)

Para [ = n% Bl =nx e senh(fSl)=sen(Bl)=0. Dessa forma, a Eq. (2.145) reduz-se a,

Z,.=Z,tanh(al).
Assumindo uma LT com baixas perdas (contudo, ndo nulas), isto é, al <<1, entdo:

Z, =Z,tanh(al) = Z, (d), (2.146)

onde Z, € pequeno, porém ndo-nulo. Assim, para [ =nA/2 temos um circuito ressonante em série,

como ilustra a Figura 2.38(a), onde, na ressonancia,

Y

N

(a) (b)

Figura 2.38: (a) Circuito ressonante em série; (b) circuito ressonante paralelo.

Para uma se¢do de LT com perdas de comprimento miltiplo impar de A/4, a impedancia de

entrada Z, ndo tende a infinito, como mostra a Figura 2.35. Fazendo [=(2n-1)4/4,

Bl = [(2n — 1)71']/2 e cos(fl)=0 na Eq. (2.145), assumindo, ainda, &/ <<1, temos:
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Z Z,

=723 —=—"0
“ tanh(al) ol (2.147)

Como mostra a Eq. (2.147), para uma secdo de comprimento l=(2n—1)% a impedancia Z, ¢é

grande, porém finita, o que caracteriza um circuito ressonante em paralelo, Figura 2.38(b). Esse
circuito €, portanto, um circuito seletivo em freqiiéncia e, sendo assim, podemos determinar seu
fator de qualidade — Q, determinando sua largura de banda de meia poténcia ou largura de banda.

Em um circuito ressonante paralelo a largura de banda, Af , é definida como:

Af=f2—f1
onde,

_p A

h=r 5

e N

f2_f0+21

sdo as freqiiéncias de meia poténcia e f, € a freqiiéncia ressonante.
Considerando o circuito paralelo da Figura 2.38(b) e utilizando os conhecimentos de teoria

de circuitos elétricos, a impedancia de entrada, Z, , pode ser calculada tal que,

S B 1
e o (1 ’ (2.148)
@_J(w%_w@j

onde, G = 1/ R ¢ a admitancia do circuito na ressonancia e @ a freqii€éncia de operacdo. Sabendo

que a poténcia média transferida ao circuito é
| B
av =3 ic) >
F.=3 7| Re{Z,}

e que,
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Re{Z,} =%(Zi(. +Z,),

1 28
Re{Z }=———.

26+

Re{Z }=6|z| =%|z,.c g (2.149)
entao:

1.2 2
P =—I|I|z_[. 2.150
=l 2150

Assim, conforme mostra a Eq. (2.150), em um circuito paralelo poténcia média é diretamente

proporcional a impedancia de entrada Z, e, portanto, podemos determinar a largura de banda da

? X f , como mostra a Figura 2.39.

secdo de LT diretamente da curva |Z,~C

Vamos assumir que f = f,+Jf, onde Jf € um pequeno desvio a partir da freqiiéncia de

ressonéncia. Dessa forma,

Bl
u, u,
N2
A

1 T 1 2
1 4 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1 :f [HZ]
h fo 1

Figura 2.39: Variacao da impedéncia de entrada versus frequencia em um circuito ressonante paralelo.

Tomando,
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lznf, paran=1, 3,5, -,

entao,
ﬁz:%+%(‘;—fj, para n=1,3, 5, - 2.151)
Lembrando que ﬂ = “ = 2—7[ = ,30 , € assumindo (ﬁ—fj <<1, temos:
u u A 0
cos(fl)=—sen ﬂ[ﬁj z—ﬂ[ﬁ], (2.152)
2 f 2 J

sen(ﬂl)zco{%[i—fﬂzl. (2.153)

Substituindo as Egs. (2.152) — (2.153) em (2.145), considerando ainda &l <<1, obtemos:

=7 ‘]
®cos(Bl)+ jtanh(ad)’

ic

Z =7 J = Zy ,
“ " Ccos(Bl)+ jal  —jcos(Bl)+al

ZO

aHjnzzr(éff] (2.154)
0

(7]
20/

Em f=f,, 6f =0 e, portanto, Iznax sera:

Z ic
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2 2

|Zi“ max =| ic . = 2 °
f=h (al)
Desta forma,
|Zic ’ _ Bzv _ 1
2 B [z (67)] (2.156)
2al\ f,
Quando Jf =i%temos ;—ﬂl[éj‘c—szl e, dessa forma, as freqii€ncias f, e f, sdo chamadas
ai 0

A . A nw oA . A
fregiiéncias de meia poténcia. Como — = f3,, nas freqiiéncias de meia poténcia podemos escrever,
20

PN BN | ran=1 35 (2.157)
200\ 21, ) 20 f,

Desde modo, o fator de qualidade, Q, de um circuito ressonante paralelo, de uma secdo de linha de

transmissdo com perdas e de comprimento multiplo impar de quarto-de-onda, sera:

o-to b

= A 20 (2.158)

Lembrado que, para uma linha de transmiss@o com baixas perdas,

By=aVLC,
azl(R\/EJrG\/Z],
2 L C

. R G
observando, ainda, que — >> E, temos:
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0=2% (2.159)

A Tabela 2.2 apresenta um resumo dos resultados obtidos anteriormente.

Tabela 2.2 — Caracteristicas das secdes de LT com baixas perdas.

l=nA/4, =135, I=nl/2, =123,
curto-circuito ressonante paralelo ressonante série
circuito aberto ressonante série ressonante paralelo

Exemplo 2.8:

O coeficiente de atenuacdo de uma linha coaxial, medida em 400 MHz, é 0,01 dB/m . Determine a
o fator de qualidade, Q, e a largura de banda, Af , uma sec¢do de quarto-de-onda com terminagdo

curto-circuitada.

Solucdo:

f, =4x10° [Hz]

¢ 3x10°

f,  4x10°

=0,75 [cm]

B =277[ =8,38 [rad/m]
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a=0,01 d—Bzsz,OOIZ {&}

m 8§, m
Assim, o fator de qualidade sera:

Qzﬁz 8,38x8,69 3641,
2a 2x0,01

que € um o fator de qualidade muito maior do que se obteria em um circuito ressonante
paralelo com pardmetro concentrados, operando em 400 MHz.

A largura de banda (banda passante) do sistema serd:

Af =%=0,11 [MHZ] oull0 [kHZ]

2.10. Linhas de Transmissao com Terminac¢ao Resistiva

Quando a linha de transmissdo € terminada com uma impedancia de carga Z, diferente da
impedancia caracteristica da linha (Z, ), existirdo na linha ondas propagantes (que se propagam do

gerador para a carga) e ondas contra-propagantes (propagando-se a partir da carga). Da Eq. (2.120),

temos:

V(Z)=v()+V (),

v (2)

v<z')=v+<z’>{1+v+ (Z,)}v*(z')[ur(z')],

V(&)= [(Z,+2,) exp(7)+(2, -2, exp(~77)]

1

V(Z) =7L(ZL +Zo)exp(7z')[1+FL exp(—27z')],
V(<) =%(ZL+Zo)exp(}/z')[1+r(z')], (2.160)
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onde,

I'()=T, exp(-2yz"), (2.161)
zZ -7 ,
[, =0(0)=2t—%=[F [exp(j6). (2.162a)
L 0
1+T
Z, =Zoﬁ (2.162b)

O parametro F(z') ¢ adimensional e € denominado coeficiente de reflexdo de tensdo na linha de
transmissdo. O pardmetro I',, o coeficiente de reflexdo de tensdo na carga é, normalmente, uma

grandeza complexa e com |FL| <1. A corrente correspondente a Eq. (2.160) ser4,

1()= ZIZL (Z,+2,)exp(y)[1+T°(2) ] (2.163)

onde,

I'(Z)=-T(Z), (2.164)

€ o coeficiente de reflexdo de corrente, definido tal que:
oo I V-
z)=—=-—. (2.165)
()=F=17

Para uma linha de transmissdo sem perdas, ¥ = jf e, portanto:

V() =%(zL +R,)exp(jBZ)[1+T, exp(-287) ],
V() :%(ZL +RO)exp(jﬁz'){l+|1“L|exp[j(¢9F —2ﬁz')}},

ou,

I, (z, +Ro)exp(jﬁz')[1+|FL|exp(j¢)], (2.166)

V(Z,)=7
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I , .
S (Zu+ Ry)exp (jB2)[1-[T.exp (jo)] (2.167)

1(Z)=

onde,

p=6.-2p7. (2.168)

Na forma hiperbdlica temos que:

v()=1, [ZL cosh(7z')+Zosenh(7/z')], (2.169)
1(2) =;—L[ZL senh(}/z')+Zocosh(7z')]. (2.170)

Para uma linha sem perdas, lembrando que cosh(j@)=cos(8), senh(jO)=jsen(8) e

considerando V, = I, R, , temos:

V()=1,Z, cos(BZ)+ jI,Rysen(B7), 2.171)

1(Z)=1, COS(ﬁZ')ﬂ'%Sen(ﬂZ')- (2.172)

0

Se a terminagdo é puramente resistiva Z, = R, , entdo:

v ()|=V, \/cos )+[%j sen’ (7)., (2.173)

L

|I(z')|— \/cos (B)+ (R ] sen’(f7)). (2.174)

onde R, =+/L/C.

Analogamente ao caso das ondas planas, podemos definir a razdo entres os miximos e

minimos (tensao e/ou corrente) na linha de transmissao. Assim:
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| _ 14T
1T

|Vmax
S =
|Vmin

min

(2.175)

onde § é um parimetro adimensional, denominado: SWR (standing-wave ratio), TOE (taxa de

onda estaciondria) ou ainda ROE (razdo de onda estaciondria). A relagdo inversa a Eq. (2.175)

define o médulo do coeficiente de reflexdo. Assim:

S-1
=5

Normalmente, a taxa de onda estaciondria € informada em dB, tal que,

See =20log, (S).

(2.176)

2.177)

A Tabela 2.3 apresenta, a partir das Eqgs. (2.175) e (2.176), os resultados comparativos para trés

cargas.

Obs.: Quando S é grande isso indica que existe um descasamento grande na carga (grande

diferenca entre a impeddncia caracteristica e a impeddncia de carga), o que é indesejdvel.

Tabela 2.3 — Coeficiente de reflexdo e TOE para trés tipo de carga em LT sem perdas.

CARGA Z, I, S
casada Z, 0 +1
curto 0 -1 oo
aberto oo +1 oo

Examinando as Egs. (2.166) e (2.167), observamos que |Vm

6. -2z, =—2nx,

Por outro lado, |Vm

in

e|I

, ocorrem quando,

max

para n=0, 1, 2, 3, -

e|]

ax min

ocorrem quando,

(2.178)
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6.—2pz, =—(2n+1)7, paran=0,1, 2,3, . (2.179)

As relacdes apresentadas nas Eqs. (2.178) e (2.179) podem ser facilmente retiradas da representacio

fasorial, ilustrada na Figura 2.40 para tensdo e/ou corrente na linha como fungdo de 6, e z’.

—————

! / ‘Vmax

1

|7 min

/
[ 1S
\

e ———

Figura 2.40: Representacdo fasorial para tensdo e corrente ao longo da linha.

Para uma LT sem perdas e com carga resistiva, isto é, Z, = R,e Z, = R, , podemos reescrever a Eq.
(2.162), tal que:

R, —R
r,=-w"f% (2.180)

R, +R,

Nesse caso, o coeficiente de reflexdo € puramente real, e dois casos sdo possiveis:

a. R, >R, — aqui I', >0 e, portanto, 6. =0. No ponto z'=0 a condigio (2.178) ¢ satisfeita
para n=0, significando um mdaximo de tensdo (minimo de corrente) sobre a carga resistiva.
Outro médximo de tensdo da onda estaciondria estard localizado no ponto 7z =nA/2, para
n=1, 2, ---, medido a partir da carga;

b. R, <R, —aqui I', <0 e, portanto, . =—7x . No ponto z'=0 a condi¢do (2.179) é satisfeita
para n=0, significando um minimo de tensdo (midximo de corrente) sobre a carga resistiva.
Outro minimo de tensdo da onda estaciondria estard localizado no ponto z'=nt/2, para

n=1, 2, ---, medido a partir da carga.
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A Figura 2.41 ilustra o padrdo de onda estaciondria tipico para uma carga resistiva, obtido

diretamente das Eqs. (2.173) e (2.174), respectivamente. Assim, para R, > R,

r
|
|
1
|
|
|
1
|
|
|
1

i
1
1
A 31/4
37/2

T

A
V(<) para R, > R,
E. |1(2)| para R, <R,
I
I
i
I
I
I
I
1 ‘I(z') paraR, >R,
! - V(<) para R, <R,
I
;
A4 0 7
z/2 0 p7

Figura 2.41: Padrao de onda estaciondria de tensdo e corrente para uma linha sem perdas e com carga resistiva.

|Vmax :VL € |Imin :IL7 (2181)
entao,
R R
Vi =R—EVL & |1 ZR_;IL’ (2.182)
Para R, <R,
Vi =Vi € L= 115 (2.183)
e, portanto,
R R
V ==V, el|l |=—L1,,
| max RL L | min RO L (2184)

O padrao de onda estaciondria para uma carga em aberto é similar ao padrdo para uma carga

R, > R,, exceto pelo fato de que as curvas |V (z')| e |I (Z')| sdo funcdes senoidais da posicio 7.
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Assim, tomando as Eqgs. (2.173) e (2.174) e fazendo R, — oo, temos:

V()

(<)

=V, |cos (7))

, (2.185a)

_ %|sen (B7)) (2.185b)

De forma similar, padrdo de onda estaciondria para uma carga curto-circuitada, ilustrado na Figura

2.42, ¢ similar aquele apresentado para uma carga R, <R,, sendo as curvas |V ()| e |I(2)

fungdes senoidais da posicdo z'. Assim, tomando as Egs. (2.173) e (2.174) e fazendo R, =0,

temos:

|V (2)

=I,R,[sen (7). (2.186a)

|1(2)| =1, ]cos(B2). (2.186b)

A partir de (2.185) podemos verificar que para terminais de carga em aberto (R, >>1),
|I(O)| =1, =0, contudo, |V(0)| =V, é finita. De forma dual, as Eqs. (2.186) mostram que, para os
terminais em curto (R, <<1) |V(O)|=VL =0, enquanto a corrente na carga é finita e igual a:

1(0)=1,.

Exemplo 2.9:

A taxa de onda estaciondria de uma LT é facilmente mensurdvel através de um medidor de SWR —
SWRM (“standing-wave ratio meter”’). (a) Mostre como o valor de uma carga R, pode ser
determinado a partir da medida de S ; (b) Qual a impedancia da linha “vista em direcdo a carga”, a

uma distdncia 7' = 4/4?

Solugdo:

(a.1) Se R, >R, entdo 6. =0 e, portanto |Vm

e|]

4
- »in| OcOrrem para Sz" =0, enquanto |me

e |Imax| ocorrem para 37" = /2. Usando as Egs. (2.171) e (2.172), temos:
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para circuito aberto

para curto circuito

‘V(z')‘ para curto circuito

‘I (z')‘ para circuito aberto

A 31/4 A2 A4 0

Figura 2.42: Padrdo de onda estaciondria para uma LT sem perdas com terminais em curto e em aberto.

|Vmax _VL € |Imin =IL’
_R _R
|Vmin - RL VL € |Imax RO IL .
Assim,
S = |Vmax — |Imax :&
|Vmin |1min RO ’
R, = SR,

(&

max

(a.2) Se R, <R, entdo 6.=-7 e, |Vmin

e|I

ocorrem para f7"=0, enquanto |Vmax

|Imin ocorrem para 37" =7/2. Usando as Egs. (2.181) e (2.182), temos:
R
|Vmin = VL € |Vmax = _OVL ’
RL
I |=1 e I |=—Lt1,
| max| L | min RO L
es
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R
= :—0, RL=_
RL

(b) Como em z'=A4/4, Bz'=7x/2, cos(Bz)=0 e sen(Bz)=1. Assim, levando tais

condicdes nas Egs. (2.171) e (2.172), temos:

V(ﬂ/4): jILRO € 1(1/4)2 ]%, IOgO,
0
V(44) LR R

A =Tam Y, TR

Z,(4/4) =§—

L

Obs: O resultado acima lembra o “transformador de quarto-de-onda”.

2.11. Linhas com Terminac¢ao Arbitraria

As andlises anteriores foram realizadas considerando-se linhas de transmissdo sem perdas e
com cargas puramente resistivas, de tal maneira que sobre a carga havia sempre um maximo de
tensdo (¢ minimo de corrente) se R, >R, ¢ um minimo de tensdo (¢ madximo de corrente) se
R, <R,. Nesta se¢lo analisaremos uma situag¢do geral, quando a linha é terminada com uma carga
arbitrdria, discutindo o que acontece na linha quando a carga ndo € puramente resistiva. Vamos
assumir que uma impedancia de carga Z, =R, + jX,, gerando o padrio de onda estaciondria
mostrado na Figura 2.42. Como podemos observar, sobre a carga, em z =0, ndo hd maximo ou
minimo de tensdo. Considerando a caracteristica periddica do padrdo de onda estaciondria, se
assumirmos que este se prolonga por uma distdncia [, a direita da carga, entdo alcancard um
minimo de tensdo, conforme ilustra a parte pontilhada do padrdo de onda estaciondria mostrado na

Figura 2.42, caso a carga Z, fosse substituida por uma se¢do de LT de comprimento [/, e com
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terminacdo R, , (R, <R,). Convém observar que a distribui¢do de tensdo na linha, a esquerda do

ponto z =0, ndo seria alterada por essa mudanga.

K ’_

Zm = 0

I m
e :
1 <'>
Z,=R, | > R, <R,
<

- >
— e e = !

z, =0

Figura 2.40: Padrao de onda estaciondria de tensdo para uma LT sem perdas com carga arbitréria e linha equivalente
com segdo de comprimento /e terminal resistivo.

Segundo a Eq. (2.125), a impedancia de uma secdo de uma LT sem perdas, de comprimento

[, e terminada com carga R, serd:
R+ jR,tan(pl
Z =7, =R "I (AL,) (2.187)
RO + ]Rm tan (ﬁlm)
Sabendo que
R
R, =—2, 2.188
m S ( )
entao,
1+ jS tan( Bl
Z =7, =R 1+ jSan(A,) (2.189)
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Como,

I =Z-7, (2.190)

entdo a Eq. (2.189) pode ser reescrita como,

s g - 1- jStan(fz,,)

SR A (2.191)

O procedimento descrito acima e resumido na Eq. (2.191), onde a impedancia Z, é expressa em
termos da razdo de onda estaciondria (S ) na linha e a distincia da carga ao primeiro minimo ( z,,)

pode ser realizado experimentalmente. A seguir apresentamos os passos para tal procedimento:

1. Determinar |FL| a partir da Eq. (2.176),

2. Calcular 6. a partir de z/, usando a Eq. (2.179), para n=0, isto é:
91" = 2ﬁzl’ﬂ -

3. Determinar Z, a partir da razdo entre as Egs. (2.166) e (2.167) em z'=0, tal que:

1+|F|exp(j9r)

Z, =R, +jX, =R . 2.192
L LT JAL 01—|1"|exp(j6’r) (2.192a)
1+
Z, =R, —— 2.192b
=R (2.192b)
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onde I'= |F| exp(j6.). Conforme comentado anteriormente, o valor de R, pode ser determinado a

partir da medicdo de S, tal que R, =R,/S, onde R, ¢ a resisténcia caracteristica da linha sem
perdas.

O procedimento anterior mostra como determinar a impedancia de carga usando S, z, e a
determinacio da distancia entre a carga e o primeiro minimo de tensdo (/). Obviamente, o0 mesmo
procedimento pode ser adotado tomando como referéncia o primeiro maximo de tensdo (R, > R;) a
esquerda da carga. Para tanto, basta observar que, para R, > R,, z,+1, =4/2 ¢ R, =SR,.

Os resultados descritos anteriormente podem ser generalizados para uma situagdo arbitraria.
Para demonstrar tal propriedade, vamos considerar o circuito da Figura 2.43. A partir da Eq.

(2.125), a impedancia no ponto [/, pode ser determinada, conhecendo-se a impedéncia no ponto I,, o

comprimento da secdo e seus parametros caracteristicos (impedancia caracteristica e constante de

propagacdo). Portanto, para uma linha sem perdas:

_ Z(L)+ jRytan[ B(1,-1,) ]
)Rz L) B0, 1)] 2199

De forma simétrica, a impedancia no ponto /, pode ser determinada, conhecendo-se a impedancia
no ponto /,, o comprimento da se¢do e seus pardmetros caracteristicos (impedancia caracteristica e

constante de propagacdo). Assim:

le N
|« d >
Figura 2.44: Sec?o se linha de transmissao de comprimento d .
Z(ll ) + jRo tan[ﬁ(lz _ll ):I

2E)=F Ro+jz(ll)tan|:ﬂ(lz_ll):| . @159
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Entretanto,

tan[ﬂ(l2 -1 )] =—tan[ﬁ(l, _lz)]’

L-1,=d,
logo,
_Z(L)+ jR,tan[fd ]
Z(h)= *R,+jZ(L,)tan[Bd]’ (2.195a)
Z(L) Z{L)~jk, tan| pd] (2.195b)

" R,-jz(1)@n[Bd]

Exemplo 2.10:

A taxa de onda estaciondria de uma LT sem perdas de 50 [Q], em cujos terminais de carga estd
conectada uma carga desconhecida, é igual a 3,0. A distdncia entre dos minimos de tensdo
adjacentes é 20 [cm], e o primeiro minimo estd localizado a 5 [cm] da carga. (a) Determine o
coeficiente de reflexdo I'. (b) Determine a impedancia de carga Z, . (c) Calcule o comprimento de
uma se¢do equivalente e como sua carga resistiva, tal que sua impedancia de entrada seja igual a

Z

L

[ 20 cm |

Solugdo:
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S-1

@ 2=2x0,2=0.4 [m], [[=_— =

0,5, 6. =2z, —7=-0,57 [rad], logo:

I=
I'=|Texp(j6.)=-0.5

(b) Usando a Eq. (2.192) temos que: Z, =50 ﬂ
1+ 50,5
Z, =30-j40 [Q]

(c) Sabendo que, [, +z,, =A/2 e R, =R,/S , tomamos o primeiro minimo a direita. Assim:

1,=0,15 [m].
Rm :16’7 [Q]

Outra solugdo pode ser encontrada considerando o primeiro mdximo a direita. Assim, sabendo

que z,, +1, = A/4, entdo, [, a distAncia da carga ao primeiro maximo a direita, sera:

lr:z = 0’ 05 [m]
A impedancia R/, = SR, sera:

R, =150 [Q]

2.12. Linha de Transmissao como Circuito — Solucao Completa

Até aqui nossa andlise em regime estaciondrio tem considerado apenas uma das condic¢des
de contorno para a soluc¢do geral (2.113) — (2.114), a condi¢do de contorno da carga, V, =1,Z, ,
cuja solucdo fechada € apresentada nas Eqgs. (2.120) — (2.121). Entretanto, a solu¢do em regime
estaciondrio para tensdo e corrente em uma linha de transmissdo pode, também, ser apresentada a

partir de sua segunda condicdo de contorno, os efeitos do gerador sobre a linha de tranmissao.
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Figura 2.44: Circuito da linha de transmissao em func¢io do pardmetros de entrada.

Analisando o circuito da Figura 2.44 podemos facilmente determinar a tensdo na linha em z=0,

onde V, sera:

V=V, -12Z,. (2.196)

A partir da determinagdo da tensdo de entrada podemos determinar V (z) e I(z) completamente,

em termos de Voo Z,, 75 2y, l e Z,.Das Egs. (2.160) e (2.163), fazendo 7 =1, temos que:

v :%(ZL+ Z,)exp(71)[1+T, exp(-271)]. (2.197a)
I
li=t (z,+2,)exp(71)[1-T, exp(-271) ] (2.197b)
0

Substituindo (2.197a) e (2.197b) em (2.196), temos:

I, ZyV. 1
+L(z,+z,))exp(N)= £ , 2.198
2 Z,+Z, [1-T T, exp(-271)] (2-198)
onde I', € o coeficiente de reflexao no gerador, tal que,
zZ -7
r,=—t—-"
=724z, (2.199)
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Substituindo (2.198) nas Eqgs. (2.160) e (2.163), temos,

1+T, exp(-277)

A%

V() =—"—exp(- ,

() Z,+7, b 7/Z)[1—rgrLexp(—2yl)] (2.2002)
, 1-T, exp(-2y7)

[(7)=—"—exp(— - ,

() Z,+Z, p( 7Z)[1—rgrLexp(—2yl)] (2.2000)

onde z=1-7".

As Egs. (2.200) s@o expressdes fasoriais que descrevem a variacdo de tensdo e corrente na
linha de tranmiss@o como funcido dos pardmetros do gerador e, embora ndo sejam expressdes
simples, podem ser utilizadas para uma interpretacdo do fendmeno transmissdo que ocorre nas
LT’s. Para tal andlise tomaremos da tensdo na linha, descrita pela Eq. (2.200a), como objeto de

2

estudo e, obviamente, a andlise da corrente, através da Eq. (2.200b), € similar. Desta forma,
assumindo que |FgFL|<1, podemos expandir o fator [I—FgFL exp(—2}/l)]_1 em uma série

geométrica, tal que:

1
[1-T,I', exp(-271) |

=1+FgFL exp(—2}/l)+rzriexp(—47/l)+-~-. (2.201)
Substituindo (2.201) em (2.200a), temos,

A%
V(7)) =ﬁexp(—yz)[1+n exp(-2y7') |[1+T,I', exp(=271)+ [T} exp(—41) +--],
0

8

ZV

V(&) == A{exp(=72) + [T exp(=1) Jexp(=72)+ T, [T exp(-27) Jexp(-72) +++}  (2202)

g 0

A Eq. (2.202) pode ser reescrita de forma compacta, em termos das ondas propagantes na linha (nas

direcdes +z e —z), como ilustra a Figura 2.45, tal que:

V() =V + V7 + VS 4V, 4y (2.203)
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V'
_______________________________ -
| | =]—
| ¢ fme=tms —
Z’ = l /= O
Figura 2.45: Circuito da linha de transmissdo e as ondas propagantes.
onde,
V"=V, exp(-7z). (2.204a)
V=T, [V, exp(—71) |exp(-7z) . (2.204b)
V, =T,[T.V, exp(-271) |exp(-7z). (2.204¢)
e,
v, =k 2.204d
" z,+z, (2-204d)

Assim, se Z, =Z, (carga casada), I', =0, ndo hd reflexdes e apenas a onda de tensdo V," se

propaga na linha. Se Z, # Z;, mas Z, =Z,, entao I', #0 I', =0, hd apenas as ondas V" e V".

Exemplo 2.11:

Um gerador operando em 100 [MHZ], com V, =10£0° [V] e Z,=50 [Q] estd conectado a uma
LT isolada a ar, com Z, =50 [Q] e 3,6 [m] de comprimento, em cujos terminais estd conectada
uma carga Z, =25+ j25 [Q] . Determine: (a) V (z) onde z € a coordenada referenciada a entrada.

(b) As tensdes V, e V,. (c) a taxa de onda estaciondria na linha. (d) a poténcia média entregue a

carga.
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Solucdo:
vV, =10£0° [V]. Z,=50 [Q] f=10° [Hz]

Z,=50 [Q] Z, =35,36£45 [Q] 1=3,6 [m]

-2 22x10° _ 27
¢ 3x10° 3

[rad/m] Bl =2,4x [rad]

I, = ZmZ 0,447/116,6° =0,44720,6487
Z,+Z,

(a) Levando os dados acima na Eq. (2.198)

V(z)=S{exp(—j%zj+0,447exp{j(§z—0,152j75}} v]

(b) Levando os dados acima na Eq. (2.194)

V,=V(0)=7,06£-8,43 [V] em z=0

i

V, =V ()=4,47£-455 [V] em z=I

1+|]
() VSWR =——=2,62
1-|r]
1|v [
d P =—|L
( ) av 2 ZL L
2
P, :l‘ﬂ‘ x25=0,2 [W]
2135,36

Vamos comparar o resultado anterior com a poténcia entregue a uma carga Z, =50 [Q] e,
portanto, I', =0. Dessa forma,

v
Vil=V|==5[V]-
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Dessa forma, a poténcia médxima transferida a carga sera:

2 2
=V Y g5 W],
2R, 2x50

que € maior que a poténcia média calculada para uma linha descasada, pois, para uma linha de
transmissdo sem perdas, com carga casada no gerador,

-t _r [ ou 14T =R

av

max

P 2 . . A - A
onde T=—*—¢ R= |F L| . Assim, a diferenga entre a poténcia maxima e a poténcia entregue

av Imax

a uma carga descasada serd,

-P, =|0,['P,

avimax V Imax

~P, =0.05 [W]

av |max

2.13. Carta de Smith

2.13.1. Carta de Smith para uma Linha sem Perdas

Os célculos envolvendo dos pardmetros da linha de transmissdo — impedéncia, tensdo,
corrente, etc., envolvem trabalhos manipulacdes de ndmeros complexos que podem ser
minimizadas através de métodos graficos. O melhor e mais difundido método grafico, conhecido
como carta de Smith, foi desenvolvido por P. H. Smith em 1944.

Sucintamente, a carta de Smith € a representacdo gréfica, no plano do coeficiente de
reflexdo, da impedancia (ou admitancia) normalizada. Para entender o processo de calculo, para
uma linha sem perdas, através da carta de Smith € conveniente discutirmos o processo de
constru¢do da carta. Para tal, vamos examinar o coeficiente de reflexdo de tensdo na carga, definido
na Eq. (2.162),

— ZL — Zo

= = [T, Jexp(j6r).
Z vz Filew(i8) (2.205)

L
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Normalizando a impedancia de carga Z, , com rela¢do a impedancia caracteristica Z,, temos:
L : XL :
zL=—=—+JZ—=r+Jx, (2.206)

onde r e x sdo a resisténcia e a reatancia normalizadas, respectivamente. A partir do resultado
apresentado em (2.206), a Eq. (2.205) pode ser reescrita em funcdo da impedancia de carga

normalizada, isto €,

. 7z, —1
=0 +,T,="t—, (2.207)
z, +1

onde I', e I', s@o as partes real e imagindria do coeficiente de reflexdo de tensdo, respectivamente.

A Eq. (2.207) pode ser escrita de forma inversa, tal que,

(1+Fr)+.]rt

T)or (2.208)

Z,=r+jx=

Multiplicando (2.208) por seu complexo conjugado e separando as partes reais e imagindrias,

obtemos:

_1-r’-1

r= m ) (2.209)
— 2Ft

TN 2210

A Eq. (2.209) pode ser rearranjada, tal que,
2 1 2
(rr—_’ j +rf=(—j. 2.211)

I+r I+r

&9



A Eq. (2.211) representa, no plano I', XI',, o lugar geométrico para r constante — circunferéncia de
raio 1/(1+r), centrada nos pontos I', =r/(1+r) e I, =0. Assim, variando-se os valores de r

obteremos uma familia de circunferéncias, conforme ilustrado na Figura 2.46.

-1

Figura 2.46: Lugar geométrico para valores constantes de r .

Convém, ainda, ressaltar algumas caracteristicas importantes da familia de circunferéncia descritas

pela Eq. (2.211):

1. Os centros de todas das circunferéncias localizam-se sobre o eixo I, ;
2. A circunferéncia r =0 tem raio unitdrio e estd centrada no ponto ( 0,0) ;

3. As circunferéncias tornam-se progressivamente menores com o aumento da resisténcia
normalizada r;
4. A circunferéncia r — oo tem raio nulo e estd centrada no ponto circunferéncias;

Todas as circunferéncias passam pelo ponto circunferéncias,

Da mesma maneira, a Eq. (2.210) pode ser rearranjada tal que,
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X X

(T, -1)° +(ri —ljz = (ljz. (2.212)

A Eq.(2.212) descreve o lugar geométrico para a reatdncia normalizada, x, constante, sendo uma

equacdo de circunferéncia de raio 1/ |x| , com centro nos pontos I =1 e I', =1/x. Assim, diferentes

valores da reatdncia normalizada x geram circunferéncia com diferentes raios, todas centradas em

(1,1/x). A familia de circunferéncias, geradas a partir da Eq. (2.212), estd ilustrada na Figura 2.47

(curva pontilhada) para alguns valores de x.

Figura 2.47: Lugar geométrico para valores constantes de x.

Assim, como no caso anterior, convém observar algumas caracteristicas dessa familia de curvas:

1. Os centros de todas as circunferéncias estdo localizados na reta I', =1. As circunferéncias
associadas aos valores x >0 (reatincia indutiva) estdo localizadas acima do eixo I', , enquanto
as circunferéncias associadas aos valores x <0 (reatincia capacitiva) estdo localizadas abaixo
doeixo I, ;

2. Para x=0 acircunferéncia coincide com o eixo I, ;
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3. As circunferéncias tornam-se progressivamente menores com o aumento de |x| ;
4. A circunferéncia x — teo tem raio nulo e esta centrada no ponto (1, 0) ;

5. Todas as circunferéncias passam pelo ponto (1, 0) .

A carta de Smith € uma carta de impedancias, composta pela superposicdo dos lugares
geométricos para r e x constantes, ilustrados individualmente nas Figuras 2.46 e 2.47,
respectivamente, para |F| <1. A Figura 2.48 apresenta um modelo da carta elaborada por P. H.
Smith. Pode ser provado que as circunferéncias r e x sdo ortogonais entre si em qualquer ponto. A
interseccdo uma circunferéncia » e uma circunferéncia x define um ponto P que representa uma
impedancia normalizada z =r+ jx. Como o mddulo do coeficiente de reflexdo é constante, em uma
LT sem perdas, este pode ser representado na carta de Smith como uma circunferéncia de raio
|F| = |F L| . Observe ainda que a carta possui quatro escalas (raias) externas indicando os dngulos dos
coeficientes de transmissdo e reflexdo (em graus), além das distdncias medidas do gerador para a
carga e da carga para o gerador (normalizadas em relacdo em ao comprimento de onda).

Até aqui baseamos nossa discussdo e a construcdo da carta de Smith na definicdo do

coeficiente de reflexdo de tensdo na carga. Entretanto, sabendo que a impedancia medida a uma

distancia d da carga é a razdo entre V(d) e 1(d), usando as Egs. (2.166) e (2.167) para 7' =d,

temos que:
1+T —j2pd
2(d)=z,| FLexe(=/28d) | (2.213)
1-Texp(—,25d)
A impedancia no ponto d , normalizada em relagdo a Z; sera,
_ Z(d) |1+Texp(—;2/d)
° Z, |1-Texp(-j2pd)|
ou
1+|I7 j
z =|:Mi| , (2.214)
1-|Fexp(jg)
onde,
¢=0.-2pd. (2.215)
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A Eq. (2.175) mostra a relacdo entre as tensdes maxima e minima em uma LT descasada, onde:

_ 1+

s=—11
1-|r]

(2.216)

Fazendo ¢ =0 na Eq. (2.214) e comparando com (2.216), vemos que a taxa de onda estaciondria

S, pode ser lida da carta no ponto onde a circunferéncia |F| intercepta o eixo I, .

by
2%
£
5 0,0,’ ’
REEERELRS
L7 t.%.

A

i

N .)uuué MO

95

Figura 2.48: Carta de Smith
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Exemplo 2.12:

Use a carta de Smith para determinar a impedancia de entrada de uma se¢do de LT sem perdas de

50 [Q], de comprimento igual a um décimo de comprimento de onda curto-circuitada em seus

terminais de carga.

Solugdo: Z,=0[Q] Z,=50 [Q] —=0,1

v Marcamos na carta de Smith a interse¢do das curvas r=0 ¢ x=0 (ponto P,. no extremo

esquerdo da carta — veja a Figura 2.49;

3

v’ Percorremos, ao longo do perimetro da carta (|F| =1), a distdncia 0,14 no sentido “em

direcdo ao gerador” (sentido hordrio) e marque um ponto B ;
v" Em P, lemos os valores da impedancia normalizada — r=0 e x =~ 0,725, ou z, = j0,725.

v" A impedancia na entrada da LT é determinada multiplicando a impedancia normalizada z,

pela impedancia caracteristica da linha. Assim:
Z,=Z,z,=50(j0,725) = j36,3 [Q]

Obs: Este resultado por ser determinado a partir da Eq. (2.125)
. . 2
Z, = jZ,tan(Bl) = j50tan 70,1/1
Z, = j50tan(0,27) = j36,3 [Q]

Exemplo 2.13:

Uma linha de transmissdo sem perdas, de comprimento normalizado 0,4344 e impedancia

caracteristica 100 [Q], possui em seus terminais uma carga Z, =260+ j180 [Q]. Encontre: (a) o
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coeficiente de reflexdo de tensdo na entrada; (b) a taxa de onda estaciondria, (c) a impedancia de

entrada, (d) a localizagcdo do(s) maximo(s) de tensdo na linha.

Figura 2.49: Cilculos na carta de Smith para os exemplos 2.12 ¢ 2.13.

Solugdo:

~

Z, =260+ j180 [Q] Z,=100 [Q] - =0.434

Normalizando a impedancia de carga em relacido a impedancia de entrada, temos:

z, =%=2,60+j1,80.

0

b. Para determinarmos o coeficiente de reflexdo na entrada seguimos os seguintes passos:

v" Marcamos z, =2,6+ j1,8 na carta de Smith, indicado pelo ponto P, na Figura 2.49;
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v

Com um compasso centrado no ponto O, (1,0) , tracamos uma circunferéncia de raio
OP, = |F L| =0,60 (o raio da carta € unitario);
Tragcamos uma linha reta OP,, estendendo-a até o ponto P,, onde lemos 0,220 na

escala “comprimentos de onda para o gerador”. O angulo de fase do coeficiente de

reflexdo pode ser lido diretamente: 6. = 21°. Assim:

I, =[T,|exp(j6-)=0,60£21".

No ponto onde a circunferéncia de raio |FL|=O, 60 intercepta eixo real OP,. lemos

diretamente a taxa de onda estacionaria. Assim:

S=4.

Para determinarmos a impedancia de entrada procedemos da seguinte maneira:

v

Caminhamos sobre a circunferéncia de raio |F L| =0,60 a partir do ponto P, na

escala “em direcdo ao gerador”, uma distancia igual ao comprimento da linha

normalizado, isto é, 0,434 . Como uma volta completa na carta é igual a 0,51, entdo
o ponto de entrada na LT serd determinado no ponto P, onde lemos 0,154 na escala

“comprimento de onda para o gerador”.

Tracamos uma reta OP,, e no ponto onde essa reta intercepta a circunferéncia de raio
3
|FL| =0,60, marcamos o ponto F,;

Lemos a impedancia definida pelo ponto P, onde r=0,69 e x=1,2. Assim:

7, =7,z =100(0,69+ j1,2) =69+ j120 [Q].

Como podemos observar, ao nos deslocarmos, na carta, do ponto P, ao ponto P

cruzamos duas vezes o eixo real, uma em r=0,24 e outra em r =4, onde existe um

minimo e um méaximo de tensdo, respectivamente. Assim, entre a carga e a entrada da LT

existe apenas um méaximo de tens3o.
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Exemplo 2.14:
Resolver o problema apresentado no Exemplo 2.10 usando a carta de Smith.

Solugdo:

a. No semi-eixo real-positivo OPF,., localizamos o ponto P, , definido por r=S5=3,0,
como mostra a Figura 2.50. Assim, o segmento OF,, define o médulo do coeficiente de

reflexdo na LT sem perdas, isto é: OP,, = |F| =0,5;

b. Para determinarmos a impedancia de carga procedemos da seguinte maneira:
v Tragamos uma circunferéncia de raio OP, , que intercepta o semi-eixo P;.O no

ponto P, , posi¢do de um minimo de tensdo;

v Como z/,=0,05/0,4=0,125, a partir do ponto P;., nos deslocamos 0,125 na escala

“comprimentos de onda para a carga” (sentido anti-horério) até o ponto P ;

v" Tragamos uma reta OP,, que intercepta a circunferéncia |F| =0,5 em P,. Este ponto
representa a impedancia de carga normalizada;

v" O angulo do coeficiente de reflexdo pode ser lido diretamente da carta, tal que,
6. =-90". Assim:

'=0,5£-90"=-0,5.

v A impedincia de carga é lida diretamente a partir do ponto P, pois:

z, =0,60— j0,80. Assim:

Z, =30- j40 [].

c. O comprimento de secdo equivalente e assim como sua carga resistiva para que sua

impedancia de entrada seja igual a Z, pode ser determinado facilmente:

l =§—z; =0,2-0,05=0,15 [m],

m

R =&=2=16,7 [Q].
s 3

m
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Figura 2.50: Célculos na carta de Smith para o exemplo 2.14.

2.13.2. Carta de Smith em uma Linha com Perdas

Na discussdo da secdo anterior, nos cdlculos utilizando a carta de Smith consideramos uma
linha sem perdas. Para uma secéo de linha dissipativa de baixas perdas (& <<1), de comprimento
d , se o fator de atenuacdo 2ad ndo puder ser desprezado quando comparado com a unidade, o
moédulo do coeficiente de reflexdo no ponto qualquer z'=d pode ser calculado diretamente da Eq.

(2.161), tal que,
I0(d)| =T, exp(-2ad). (2.217)

Assim, a Eq. (2.214) deve ser corrigida para levar em conta as perdas na linha. isto &,
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{1+|FL|exp(—20{d)exp(—j2,3d)}
1-|T, |exp(—2ad )exp(—j2/8d) |

ou, como

Z:{1+|FL|exp(_zad)exp(j¢)}’ (2.218)

1-|C,|exp(—2ad ) exp(j9)

onde ¢ € dado pela Eq. (2.215). A Eq. (2.218) mostra que para encontrar a impedancia normalizada
z a partir de z, , ndo podemos simplesmente percorrer a circunferéncia |F| de um angulo ¢. Um

calculo auxiliar faz-se necessdrio para determinar o valor do médulo do coeficiente de reflexdo no
ponto 7' =d . E fundamental observar, ainda, que na carta de Smith as distincias sdo normalizadas

em fungdo do comprimento de onda de operagdo A .

Exemplo 2.15:

A impedancia de entrada de uma LT com perdas, com 2 [m] de comprimento e impedancia
caracteristica de 75 [Q] (aproximadamente real), curto-ciruitada em seus terminais, &
45+ j225 [Q] (a) Determine « e f da LT. (b) Determine a impedancia de entrada se o curto-

circuito € substituido pela impedancia Z, = 67,5— j45 [Q]

Solugdo:
a. O curto-circuito é marcado na carta no ponto F. (ponto extremo esquerdo na carta de
Smith).
v" Marcamos z, =0,60+ j3,0 na carta de Smith, indicado pelo ponto B, (veja Fig.
2.51);
v" Tragamos uma linha reta a partir do ponto O, através de P, até do ponto P ;

v Sabendo que OP,/OF'=exp(—2al) =0,89, entdo:

L1 1
a=—1n| —— |=L1n(1,124) = 0,029 [Np/m];
2 n(0,89j g (1124) [Np/m]
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Figura 2.51: Célculos na carta de Smith uma LT com perda — exemplo XV.

v" Observando que o arco PP é igual a 0,20 (na escala “comprimento de onda para o

gerador”) entdo, [/1=0,20 e 2l =4xl/A=0,87 . Assim:

B= 0.87 —0’57[ =0,27 [rad/m].

Para determinar a impedancia de entrada para a carga Z, =67,5— j45 [Q]:
v" Entramos com z, =Z, /Z, =0,9— j0,6 na carta, marcando com o ponto P,;
v" Tragamos uma linha reta a partir do ponto O, através de P,, até do ponto P,, onde na

escala “comprimentos de onda para o gerador” lemos 0,364
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v" Com o auxilio de um compasso tragamos uma circunferéncia centrada no ponto O e
com raio 0_P2;

v Deslocamos o ponto P, de uma distancia 0,20, longo da escala “comprimento de
onda para o gerador”, até o ponto R;, onde lemos 0,364+0,20=0,564 ou 0,064 ;

v' Unimos o ponto P, ao ponto O através de uma lina reta, intersectando a

circunferéncia tragada anteriormente no ponto B, ;
v’ Sabendo que O_R/ O_R =exp(—2al)=0,89, marcamos o ponto P, sobre a reta 0_P3';

v" No ponto P, lemos a impedancia de entrada normalizada z, = 0,64 + j0,27 . Assim:

Z,=48,0+ j20,3 [Q].

2.14. Casamento de Impedancia em Linhas de Transmissao

Conforme mencionamos anterioremente, as linhas de transmissao sdo usadas para transmitir
poténcia e informacdo. Em radiofreqiiéncias (transmissdo de informacdo), além da condi¢do de
perdas minimas, € altamente desejdvel que o mdximo de poténcia seja transmitida do gerador para a
carga e que o minimo de poténcia seja dissipada na linha. Isto exige que a linha esteja casada, de tal
maneira que a taxa de onda estaciondria seja unitdria, ou o mais préximo possivel da unidade. Para
transmissdo de informagdo € essencial que a linha esteja casada, uma vez que as reflexdes
provenientes do descasamento da carga distorcerdo a informacao transmitida. A seguir discutiremos

alguns métodos para o casamento de impedancia em linhas de transmissdo sem perdas. Contudo,

convém ressaltar que tais métodos ndo produzirdo os mesmos efeitos em linhas de transmissdo de
poténcia (60 [Hz]), visto que as perdas sdo considerdveis e, geralmente, essas linhas tém um
pequeno comprimento quando comparado ao comprimento de onda (da ordem de 10° [m]) e, por

este motivo, as linhas de poténcia sdo analisadas em termos de uma rede equivalente a parimetros

concentrados.

2.14.1. Casamento de Impedancia com Transformador de Quarto-de-Onda
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Como vimos na secdo 2.9.3, um método simples para o casamento de uma carga resistiva

Z, =R, com uma LT sem perdas de caracteristica Z,é a inser¢cdo de um transformador de quarto-

de-onda com impedancia caracteristica Z(; . Assim, se:

e, sendo
Z,=Z,,
Z,=R;,
entao:
R, =\/R,R, . (2.219)

Entretanto, como o comprimento da se¢do depende do comprimento de onda, esta técnica de

casamento € sensivel a freqiiéncia como os outros métodos discutidos a seguir.

Exemplo 2.16:

Um gerador de sinais € utilizado para alimenta igualmente duas cargas, R, =64 [Q] e

R,,=25[Q], através de uma LT sem perdas de R,=50[Q]. Para tanto, sdo usados

transformadores de quarto-de-onda, como ilustra a Figura 2.52. (a) Determine as impedancias
caracteristicas dos transformadores de quarto-de-onda. (b) Determine a taxa de onda estaciondria

nas se¢des de quarto-de-onda.
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Solugdo: R, =64 [Q] R, =25[Q] R, =50 [Q]

R,=50 [Q]

Figura 2.52: Casamento de impedancia com transformador de quarto-de-onda.

a. Para alimentar igualmente as duas cargas, a impedancia de entrada na juncdo dos

transformadores e a linha principal deve ser igual a Z, = R, e, para isso, visto que os terminais

de entrada das se¢des de quarto-de-onda estdo em paralelo, R, = R, =2R, =100 [Q]. Assim:

R, =\R,R,, =+/100x64 =80 [Q],

R}, =R,R,, =+/100x25 =50 [Q].

b. Sob a condi¢do de casamento ndo hd ondas estaciondrias na LT principal (S =1). As taxas

de ondas estaciondrias nas duas se¢des de linhas sdo calculadas como segue.

Secdo 1:
roRu-R, _64-80_ .,
R, +R, 64+80
1+
_ |1|=1+0’H=1,25.
1-IT,| 1-0.11
Secdo 2:
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r _Ro-R, _25-50_ ..
* R,L,+R, 25+50 7

140, 140,33

)= = =1,99
1-|r,| 1-0,33

2.14.2. Casamento de Impedancia com Toco-Simples

Quando a inser¢do de um transformador de quarto-de-onda ndo é vidvel, o casamento de
impedancia pode ser obtido pela colocacdo de pequenas secdes de linha de transmissdo, com os
terminais em curto ou em aberto, em série ou paralelo com a linha principal. Este método é
conhecido como casamento de impedancia com foco-simples (em inglés, single-stub method). Tal
processo consiste em deteminar o comprimento / do toco e sua distincia da carga, d , de maneira
que a impedancia no ponto de conexdo do toco seja igual a impedancia caracteristica da linha
principal; a Figura 2.53 ilustra o método apresentando o casamento de impedancia com um toco

curto-circuitado conectado em paralelo a linha no ponto a —b.

Figura 2.53: Casamento de impedancia pelo método do toco simples.

A conexd@o em paralelo da linha com carga Z, e um toco-simples no ponto a — b visto na
Figura 2.53, sugere que é mais simples analisar o circuito em termos de admitancias. A exigéncia
basica €,

Y, =Y, +Y, (2.220a)
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Y=Y, =—. (2.220b)

=

Em termos de admitincias normalizadas, a Eq. (2.220a), combinada com (2.220b), pode ser escrita

como:

1=y, + ;. (2.221)

onde y, =R)Y, = g, + jb, é a admitincia de entrada da se¢io de carga e y, = R)Y; ¢ a admitincia
de entrada do toco. De qualquer modo, como a admitancia de entrada do toco é puramente
susceptiva, y, € puramente imagindrio. Como conseqiiéncia, a Eq. (2.221) pode ser satisfeita

somente se

vy =1+ jby, (2.222)

Vs =—Jjbg, (2.223)

onde b, pode ser positivo ou negativo. Nosso objetivo €, entdo, encontrar o comprimento d tal que
a admitincia y, tenha uma componente real unitdria e encontrar o comprimento do stub, [,
necessdrio para cancelar a parte imagindria da admitdncia y,.

Usando a carta de Smith como uma carta de admitancia, os seguintes procedimentos sdo

necessdrios para os cdlculos do toco-simples:

1. Localizar y, na carta;

2. Caminhar na carta em direcdo ao gerador até interceptar, em dois pontos, a circunferéncia
g, =1. Nesses pontos y,, =1+ jb,, € y,, =1+ jb,, —ambas sdo solucdes possiveis;

3. Anotar os comprimentos das se¢Oes de linha de comprimento d, e d, e os valores das
admitincias normalizadas y, e y,,;

4. Localizar a admitincia de saida do toco (zero ou infinita);

5. Caminhar na carta em direcdo ao gerador até localizar os pontos jb, e jb,, e determine os

respectivos comprimentos /, € /,.
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Exemplo 2.17:

Uma linha de transmissdo de 50 [Q] possui em seus terminais uma impedancia de carga

Z, =35-j41,5 [Q] . Determine a posi¢do e o comprimento de um toco curto-circuitado, necessario

para casar a carga a linha.

Solucdo: Dados:
R,=50 [Q],
Z,=35-j41,5 [Q].

z, =0,70— j0,95.

Figura 2.54: Cdlculos na carta de Smith para casamento com toco simples — exemplo 2.17.
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v" Marcamos z, na carga se Smith, indicado pelo ponto P, na Figura 2.54;

v" Tragamos uma circunferéncia |F| , centrada em O e com raio O_R;

v Tracamos uma linha reta a partir do ponto P, passando pelo ponto O, até o ponto
P, intersectando a circunferéncia |F| em P, que representa y, .No ponto P, lemos
na escala “comprimentos de onda para o gerador”, 0,109 ;

v" Anotamos os valores de admitdncia nos dois pontos onde a circunferéncia |F|
intersecta o circulo g =1:

Em P: y, =1+ j1,2=1+ jb,,,
Em P: y, =1-j1,2=1+ jb,,;
v’ Para determinar a posi¢do do toco:
Para P, (de P/ a P)): d,=(0,168—0,109)4=0,05941,
Para P, (de P/ a P)): d,=(0,332-0,109)1=0,2234;

v" Para determinar o comprimento do toco curto-circuitado tal que y; =—jb,:

Para P, (de P,. até P, que representa — jb, =—j1,2):

Iy, =(0,361-0,250)4=0,1114;

Para P, (de P,. até P,, que representa —jb,, = j1,2):

l,, =(0,139+0,250) 1 =0,3891 .

Obs: em geral, a solu¢do utilizando o menor comprimento é preferivel a menos que

existam impedimentos praticos.

2.14.3. Casamento de Impedéancia com Toco-Duplo

O método de casamento de impedancia através de toco simples, descrito na se¢do anterior,
pode ser usado para casar uma carga arbitraria (ndo-nula e de impedancia finita) a resisténcia
caracteristica da linha de transmissdo. Entretanto, este método exige que o toco seja conectado a
linha principal em um ponto especifico, que varia com a impedancia de carga ou quando a

freqliéncia de operacdo € alterada. Esta exigéncia muitas vezes apresenta dificuldades de ordem
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prética, uma vez que a conexdo LT/toco pode ocorrer em um ponto indesejavel do ponto de vista
mecanico. Além disso, é muito dificil construir uma linha com comprimento varidvel e impedancia
caracteristica constante. Em tais casos uma técnica alternativa pode ser usada, utilizando dois tocos

curto-circuitados conectados a linha principal em posi¢des fixas, como ilustrado na Figura 2.53,

onde a distancia d, ¢ fixa e escolhida arbitrariamente (A/16,4/8,34/16,31/8, etc.) e os
comprimentos dos dois tocos ([, ,l,) sdo ajustados para casar uma determinada impedancia de
carga Z, com a linha principal. Esta técnica é conhecida como método do toco-duplo (double-stub

method) para casamento de impedancia.

No arranjo mostrado na Figura 2.55 o toco de comprimento [/, estd conectado diretamente
em paralelo com a impedincia de carga Z, nos terminais A—A’, e o segundo toco, de

comprimento [, , estd conectado nos terminais B — B’, fixado a uma distancia d, da carga.

Figura 2.55: Casamento de impedancia pelo método do toco duplo.

Para o casamento de impedincia com a linha principal, com impedincia caracteristica R,, €

necessério que a admitincia de entrada nos terminais B— B’, vista em dire¢do a carga, seja igual a

condutancia caracteristica da linha principal, isto &,
1
Y =Y, =R—=YB+YSB. (2.224)
Nomalizando a Eq. (2.224) temos:
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I=y,+yg. (2.225)

Como a admitincia de entrada y,, de um toco curto-circuitado é puramente imagindria, a Eq.

(2.225) pode ser satisfeita somente se,

vp =1+ jby, (2.226)

Yo =—Jbg> (2.227)

Convém observar que tais exigéncias sdo as mesmas para o casamento com toco-simples.

Na carta de Smith de admitincia, o ponto representando y, deve estar contido na
circunferéncia g =1. Esta exigéncia deve ser transladada de d,/A “comprimentos de onda para a
carga”, isto €, o ponto representando y,, nos terminais A— A’, deve estar contido na circunferéncia
g =1 rotacionada de um angulo 47d,/A na dire¢do anti-hordria. Como a admitancia de entrada
Y54 de um toco curto-circuitado é puramente imagindria, a parte real de y, deve ter apenas a
contribuicdo da parte real da impedincia de carga normalizada, g,. A solucdo (ou solugdes) é
determinada pela interseccdo (ou intersec¢des) da circunferéncia g, com a circunferéncia

rotacionada g =1. Os prodecimentos para a resolu¢éio de um problema de casamento de impedancia

usando toco-duplo sdo apresentados a seguir.

1. Tragar a circunferéncia g =1 (onde o ponto representado y, deve estar contido);

2. Rotacionar a circunferéncia g =1 no sentido anti-hordrio por um valor d,/4 “comprimentos
de onda para a carga” (onde o ponto representando y, deve estar contido);

3. Entrar com o ponto representando a admitincia de carga normalizada, y, = g, + jb, ;

4. A circunferéncia g = g, , intersecta a circunferéncia rotationada g =1 em um ou dois pontos,
onde y, =g, +jb,;

5. Marcar o ponto correspondente a y,na circunferéncia g =1: y, =1+ jb,;

6. Determinar o comprimento [, do toco conectado a carga a partir da distincia entre os pontos

representando y, e y, ;
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7. Determinar o comprimento [, do toco conectado nos terminais B—B’ a partir da distdncia

entre os pontos representando —jb, € Py..

Exemplo 2.18:

Uma linha de transmissdo de 50 [Q] possui em seus terminais uma impedancia de carga

Z, =80+ j80 [Q]. Um sintonizador com toco-duplo espacado por 4/8 € usado para casar a carga

a linha, como mostra a Figura 2.55. Determinar os comprimentos dos tocos curto-circuitados.

Solugdo: Dados:

R,=350 [Q],
Z, =60+ j80 [Q],

y, =0,30— j0,40.

A partir desses dados seguiremos os procedimentos descritos anteriormente, usando a

carta de Smith como uma carta de admitancia.

v

v

Tragamos a circunferéncia g =1 (veja Figura 2.56);
Rotacionamos a circunferéncia g =1 de 1/8 de “comprimentos de onda para a carga”
no sentido anti-hordrio. O angulo de rotagdo é 47/8 [rad] ou 90°;
Entrar com o ponto P, , referente a y, =0,30— j0,40;
Marcamos os dois pontos P, e P,,, definidos a partir da intersec¢do entre a
circunferéncia g, =0,30 e a circunferéncia rotacionada g =1;
Em P, lemos: y,, =0,30+ 0,29,
Em P,, lemos: y,, =0,30+ j1,75.
Usando um compasso centrado no ponto O marcamos os pontos P, e FP,, na
circunferéncia g =1, correspondente aos pontos P,, e P,,, respectivamente;
Em P, lemos: y, =1+ 1,38,
Em P,, lemos: y,, =1-j3,5.

Determinamos os comprimentos [,, e /,, dos tocos a partir de:
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(¥sa )1 =y,—y, =j0,69, 1,, =(0,096+0,250) A =0,346 (ponto A,),

(0,181+0, 250)/1 =0,4314 (ponto A,);

(ySA)zzyAz_yL:j2715a lA2
v" Determinamos os comprimentos [, e [,, dos tocos a partir de:

(0,350-0,250) A =0,1004 (ponto B,),

(ys3)1 =-J1.38, Iy,

(ygs), = J3.5, ,, =(0,206+0,250) A = 0,456 (ponto B,);

Figura 2.56: Constru¢ao do casamento de impedéancia por toco-duplo usando carta de Smith.

Um exame da construcio da solugdo pela carta de Smith, ilustrado na Figura 2.56, mostra que se o

ponto P, (representando a impedincia normalizada y, = g, + jb, ) estiver contido na circunferéncia
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g =2 (se g, >2), entdo a circunferéncia g = g, ndo intersecta a circunferéncia rotacionada g =1
e ndo existe solugdo para toco-duplo espacado de d, = 1/8. A regido onde néo hd solugio possivel
varia com a escolha da distincia d,, entre os tocos. Em tais casos, o casamento de impedéncia pela
técnica de toco-duplo pode ser obtido inserindo uma se¢do de linha entre a carga Z, e os termanais

A—A’, como ilustra a Figura 2.57.

] b i o |

: \ 2
N

Figura 2.57: Casamento de impedancia com toco-duplo adicionando uma linha se¢do de linha entre a carga e os
terminais A—A”.
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Apéndice A — Coeficiente de Reflexao de Corrente

c

O coeficiente de reflexdo de corrente (I',) ao longo da linha de transmissdo pode ser

definido como a razdo,

(I (z=t/u)
FC(Z_ZJ—W. (AOl)

A impedancia em um ponto qualquer da LT pode ser escrita sob a forma,

1) V'+V- -1
z[-L]=2 Y g (A.02)
u '+l I'+I1
Assim,
z =t 0,
R, TI'+1"
z_ 2
R, T'+I"
Z__ 2
R>_1+(€//) ' (A.03)
I+

Z 2
—+1=
R, 14T,
e, assim,
2
r=—-—-1,
Z+R,
RO
— 2RO _1
“ Z+R,
_2R,—-Z-R,
¢ Z+R,
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_ Z(z-t/u)-R,
F{z——j— —Z(Z_t/u)+R0. (A.04)

A Eq. (A.04) apresenta o coeficiente de reflexdo de corrente como fungdo da resisténcia

caracteristica da linha e a impedancia Z . Comparando a Eq. (A.04) com (2.53b), vemos que:

F(z—ijz—Fc(z—ij. (A.05)
u u
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