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Abstract: This work presents a computational
solution to the Hodgkin-Huxley (H-H) equations of
the non-propagating nerve action potential (AP) to
be used as a teaching tool. We numerically
integrated the H-H equations by using the MATLAB
6.5° software and presented the written program
code in a way that it can be easily modified to solve
other membrane equation sets. The H-H model is
briefly introduced and some classical solutions are
calculated. To illustrate the possibility of solving
other sets of membrane equations, we have
simulated APs as predicted by the Noble model for
the cardiac Purkinje fibers. The program has been
applied for teaching purposes at the undergraduate
level.

Palavras-chave: modelo H-H, simulacao, didatica.

Introducao

O potencial elétrico propagavel por células nervosas
e musculares, o chamado potencial de acdo (PA),
consiste de uma variagdo ndo-linear do potencial
transmembrana (Vm) em resposta a um estimulo
suficientemente intenso (supra limiar). Tal resposta esta
intrinsicamente ligada a variagdes seletivas na
permeabilidade da membrana celular aos ions
distribuidos assimetricamente nos compartimentos intra
e extracelulares [1]. A natureza destes potenciais
bioelétricos foi minunciosamente estudada e modelada
por Hodgkin e Huxley (H-H) em um intenso trabalho
teorico e experimental [2, 3]. O conhecimento extraido
deste estudo possibilitou a constru¢do de um modelo
matematico capaz de reproduzir de forma acurada
diversos fendmenos eletrofisiolégicos observados nas
células excitaveis.

O modelo de H-H para o PA em axdnio gigante de
lula é descrito por um sistema de quatro equagdes
diferenciais ordinarias, ndo-lineares, acopladas. O
circuito apresentado na Figura 1 ilustra uma sintese do
modelo. Assume-se que as diferencas de concentracdo
dos ions considerados atuam como baterias com forgas
eletromotrizes correspondentes aos potenciais de
equilibrio calculados pela equacdo de Nernst (Vy, Vi,
V1), e as variages na permeabilidade seletiva da
membrana correspondem as condutincias idnicas
variaveis (Gy,, G e G), controladas por Vm e tempo. O
controle das condutincias ¢ feito pelo estabelecimento

de configuragdes particulares para particulas existentes
na membrana, denominadas, no modelo, de variaveis de
ativacdo (m e n) e inativacao (4) (que variam de 0 a 1)
para se referir ao controle dependente de tempo e
potencial da condutancia aos ions, no intervalo de 0 a 1.

No circuito da Figura 1, Vm se aproxima do
potencial de equilibrio do ion K' no repouso, dado que a
condutancia Gy ¢ muito maior que Gy, nesta condicao.
A estimulagdo desloca Vm para valores mais positivos,
devido a ativagdo de Gy, (aumento de m e redugdo de /).
Este processo corresponde a ativagdo de canais i6nicos
de Na" e é representado no modelo pelo produto das
variaveis m (ativagdo do Na") e / (inativagdo do Na"). O

produto de m e /# e de uma condutincia Gy, maxima
(mS/cm?) determina a condutncia final da membrana

ao fon Na', e de modo semelhante, G (mS/cm?) e n
+ cro -

para o caso do K. Os expoentes das variaveis m, h e n

foram determinados experimentalmente, e relacionados

com o numero de particulas eventualmente envolvidas

no controle da condutancia [2, 3].

Extracelular

Intracelular

Figura 1: Circuito equivalente a membrana celular no
modelo de H-H. Gy,, Gk sdo respectivamente as
condutincias aos fons Na* e K (mS/cm?). G, é uma
condutancia ndo especifica (leak = vazamento). Vy,, Iy,
Vi, Ix, V; e I, sdo os potenciais de equilibrio (mV) e as
correntes (uA/cm’) para os mesmos fons. Cm é a
capacitancia especifica de membrana em pF/cm’.

Assim as expressdes para as correntes iOnicas sao
dadas por (1):

1/4

XX CBEB 2006



I, =Gu-m'-h-(V,-V,)
I, =Gi-n*-(V,-V,) (1)
IL :GL Vm _VL)

O circuito da Figura 1 nos permite estabelecer que a
corrente total através da membrana ¢ dada por (2):

I1=C -‘ZLZI;”’+INa+Ik+IL 2

m

Isolando dVm/dt e considerando as equagdes para as
variagdes de m, h e n, chegamos a um sistema nao-linear
composto por 4 equacdes diferencias ordinarias (3),
sendo Ist a corrente que representa o estimulo aplicado
em pA/cm’,

ciinm:CIm.([” I ~1,~1,)
%:am~(l—m)—ﬂ,,,'m (3)
%:ah-(l—h)—ﬂ,;h
%ﬂxn-(l—”)_ n

Os parametros variaveis o e [ sdo fungdes
dependentes de Vm, determinadas experimentalmente,
que representam a taxa de transicdo da condigdo
inativada para a ativada e vice-versa, para as variaveis
de ativagdo e inativagdo que regulam as condutancias
ionicas.

Esse artigo tem como objetivo apresentar uma
solugdo numérica para o modelo H-H (sistema de
equagdes 3). O codigo de programagio ¢é fornecido, de
modo que possa ser facilmente modificado ¢ mostrar
solugdes classicas do modelo. Além de seu uso como
ferramenta de ensino, o cddigo aqui apresentado pode
ser estendido para a solugdo de outros modelos mais
complexos.

Materiais e Métodos

Os programas implementados foram escritos como
aplicativos MATLAB 6.5° (apéndice) sem nenhum
encapsulamento ou interface mais amigavel,
propositadamente. A idéia é que o estudante possa
receber treinamento sobre a composi¢do das equagdes
basicas, possibilitando modificagdes ou mesmo
implementagdes em outros softwares disponiveis. Os
programas fornecem uma solu¢do numérica do modelo
H-H por meio do método Runge Kutta de quarta ordem,
com passo fixo de integracao de 0.1. A solucdo pode ser
encontrada em poucos segundos quando executada em
um microprocessador PENTIUM 4, 2.8 GHz. O usuério
teve ter um minimo de conhecimento de programagao
em MATLAB® para entender e realizar modificagdes no

codigo fornecido, embora este seja extremamente
simples e faga parte do treinamento de estudantes de
engenharia.

Os dois programas apresentados no Apéndice devem
ser salvos no mesmo diretério, € o programa
“chamando H H” deve ser executado para a obtengéo
das formas de onda.

Os resultados aqui apresentados devem ser
interpretados como exercicios didaticos com as
respectivas solugdes. Nas figuras apresentadas a seguir,
o potencial de repouso foi subtraido de V'm conforme os
originais de Hodgkin e Huxley [2] e Weiss [3]. Assim
sendo, o potencial de repouso em todas as figuras
aproxima-se de zero, com o pico do PA em valores mais
positivos em relagdo aos dados experimentais,
preservando, entretanto, a forma do PA obtido. O
estimulo aplicado ¢ um pulso monopolar de duragdo e
amplitude definidos na legenda de cada figura.

Resultados

1. Simulagdo de um PA a partir de um tnico
estimulo supralimiar (amplitude de Ist de 6pA/cm?,
durag@o 2 ms, aplicado no instante 25 ms), mostrando
Vm, m, h, n, Gy, G, Iy, € Ix (Figura 2).
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Figura 2: Solu¢do do modelo H-H para Vy, = 115; Vi =
-12; V; = 12.3 [mV]. Condigdes iniciais [V,, m, h, n] =
[-5, 0, 0.5, 0.33]. Estimulo de corrente Ist = 6pA/cm’
aplicado de 25 a 27 ms. Sao mostrados do painel
superior para o inferior: curso temporal do potencial de
membrana, variaveis de ativacdo e inativagdo,
condutancias e correntes de Na” e K.
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2. Simulagdo de um PA e variagdes sub-limiares de
V.. para valores proximos do limiar (amplitude de 3,5;
39¢4.0 pA/cmz, duragdo de 2ms) iniciados a partir do
instante 25 ms (Figura 3).
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Figura 3: Potencial de membrana para diferentes

amplitudes de corrente. Evidencia-se respostas passivas

para Ist = 3.5 ¢ 3.9 pA/em’, e o PA quando Ist = 4

nA/cm’. As condigdes iniciais e o tempo de estimulagio

foram mantidos em relagdo a Figura 2.

3. Obtengdo da curva intensidade vs. duragdo, e
calculo do valor reobase e da cronaxia. Sucessivas
simulacdes devem ser feitas a fim de se determinar a
intensidade do estimulo /st que dispara o PA para uma
determinada duracdo do estimulo. A primeira duragdo
estipulada é de 0,5 ms, incrementada de 0,5 ms até 5
ms (Figura 4).

Ist [uA/c

c T T T T
0 1 2 3 4 5

Duracao de Ist [ms]

Figura 4: Curva intensidade vs. duragdo ajustada para a
equacdo de Lapique. Ir é a reobase (2,63 pA/cm?) e Tc é
a cronaxia (1,34 ms). A reobase ¢ definida como a
intensidade do estimulo de duragdo “infinita“ necessaria
para disparar um PA. A cronaxia ¢ a duragdo do
estimulo com intensidade igual ao dobro da reobase.

5. Modificagdo do modelo de H-H para obten¢do do
modelo de Noble. A modificagdo pode ser
implementada por meio das expressdes andlogas ao
modelo H-H encontradas na literatura [4]. O modelo
para PAs em fibras de Purkinjie destaca-se por
apresentar dois componentes distintos para a
condutancia ao potassio, um rapido e outro lento em
relacdo a Vm. A corrente Ist é nula e Vm oscila
evidenciando sua caracteristica marca-passo.
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Figura 5: Curso temporal dos potenciais marca-passo e
das particulas m, h e n para fibras de Purkinje. Ist = 0.
Condigoes Iniciais [V m h n] =[-70.64 0.07 0.60 0.32].

Discussao

Neste trabalho apresentamos uma alternativa para o
ensino do comportamento elétrico de células excitaveis,
usando o modelo classico de H-H. Além de possibilitar
que a solucdo numérica apresentada de modo aberto
possa ser também implementada em outros softwares,
visamos deixar disponivel um material com o qual se
possa treinar estudantes para o exercicio do
modelamento com equagdes de membrana e,
consequentemente, possibilitar que, aprendida a técnica
aqui apresentada, outros modelos possam ser facilmente
montados. Como exemplo, além do PA nervoso
(modelo H-H), modificamos o conjunto de equagdes
para simular um PA cardiaco, usando o modelo classico
de Noble [4], (Figura 5).

O exercicio da Figura 2 ¢ importante para que o
aluno veja a relagdo temporal, entre o PA e as
respectivas condutancias aos ions, bem como a
influéncia das variaveis de ativagdo e inativacdo para
explicar o conceito de inativagdo tempo e potencial
dependente dos canais.

Quando estimulos sublimiares sdo aplicados, a
membrana celular pode ser modelada como um circuito
RC. A inspecdo da resposta sublimiar é importante sob
o ponto de vista do conhecimento e observagdo do
fendmeno, e também como exercicio para conhecimento
e estimativa da corrente e do potencial limiar o que pode
ser visto na transi¢do da atividade eletrotonica passiva
para o PA (Figura 3).

A determinagdo da curva intensidade vs. duragdo
(Figura 4) ndo s6 possibilita a fixacdo do conhecimento
sobre as condigdes minimas para geracdo da
estimulacdo que produz PA, como possibilita a
discussdo sobre aspectos tecnologicos envolvidos na
produgdo do pulso estimulatério, como, por exemplo, o
efeito polarizador de eletrodos da duragdo prolongada,
necessidade de altas tensdes para pulsos de duragdo
muito reduzida (abaixo da cronaxia), taticas para evitar
polarizagdo e outros.

Existem softwares livres com interfaces amigaveis
para a solugdo do modelo de H-H (e.g.
http://www.cs.cmu.edu/~dst/HHsim/) e PA cardiaco
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(http://www .luhs.org/depts/physio/personal pages/bers_
d/main_frame.cfm). Este tipo de abordagem ndo foi o
foco no presente trabalho. O programa aqui apresentado
permite ao usuario (aluno ou instrutor) a manipulagdo
direta das equagdes do modelo, possibilitando alteragdes
simples para o desenvolvimento de modelos que
tiveram como origem o modelo H-H e que hoje
constituem grande parte dos modelos disponiveis
(Noble, Luo & Rudi, Jafri, [5]). Trata-se, portanto, de
um exercicio computacional importante em Engenharia
Biomédica que temos aplicado com sucesso para ensino
de alunos de graduacao.

Apéndice

Sdo apresentados dois arquivos (“m - files”) que
devem ser salvos no mesmo diretério. O arquivo 1 deve
ser executado para obtencdo das formas de ondas. O
arquivo 2 contém as equagdes do modelo e a geragdo
do pulso estimulatorio. O arquivo 1 permite alterar as
condi¢des iniciais por meio dos valores passados a
funcdo ode45 (Runge-Kutta de quarta ordem), assim
como o intervalo e o passo de integracdo, definidos pelo
vetor tspan.

Arquivo 1 (chamando H H): defini¢do das
constantes, integragdo  numérica, calculo das
condutincias e correntes, obten¢do das formas de onda.

%Constantes
global VNa GNa Gk Vk VL GL;
VNa=115; GNa = 120;
Vk =-12; Gk = 36;
VL =10.6; GL=0.3;
tspan=0:0.1:60; j = 1;
%Integracao numerica
[t,y] = ode45('"H_H' tspan,[-5 0 0.5 0.33]);
%Resposta da integragao numerica
V=y(,1); m=y(;2); h=y(,3); n = y(:,4);
%Calculo das correntes e condutancias
for j = 1:1:length(V)
GNa_barra(j) = GNa*m(j)"3*h(j);
INa(j) = GNa_barra(j)*(V(j)-VNa);
Gk _barra(j) = Gk*n(j)"4;
Ik(j) = Gk_barra(j)*(V(j)-Vk);
IL(j) = GL*(V(j)-VL);
end
%Geragao de graficos
figure(1)
subplot(4,1,1); plot(t,V,'k");
ylabel('"'Vm - V_o [mV]);
subplot(4,1,2);
plot(t,m,'k-",t,h,'’k:",t,n,'k-.");hold on;
ylabel('Ativacao e Inativagao');
legend('m','h','n',2);
subplot(4,1,3)
plot(t,GNa_barra,'k-',t,Gk_barra,'k:");hold on;
legend('GNa','Gk',2);
ylabel('mS/cm2]");
subplot(4,1,4)
plot(t,INa,'’k-",t,Ik,'k:");hold on;

xlabel('Tempo [ms]");
ylabel('INa e Ik [nA/cm2]');
legend('INa','1k',2);

Arquivo 2. Salvo como “H_H*: defini¢do da forma
de onda do pulso estimulatorio, e das equagdes a serem
integradas.

function dydt =H H(t,y)
dydt = zeros(size(y));
%Constantes
global VNa GNa Gk Vk VL GL;
Ist=0;,Cm=1;
%Condicoes iniciais
V=y(1);m=y(2);h=y(3);n = y(4);
%Geragao do pulso estimulatorio

ift>=25&t<=27

Ist= 6;
else
Ist=0;

end
%Equacoes diferenciais e transicao entre estados
dydt(1)= (1/Cm)*(Ist - (GNa*m"3*h*(V - VNa) +
Gk*n™*(V - VK)+GL*(V - VL)));
a m=0.1%(25 - V)/(exp(0.1*(25-V))-1);
b_m = 4*exp(-V/18);
dydt(2)=a m*(1-m) - b_m*m;
a_h=0.07*exp(-V/20);
b_h = 1/(exp(0.1*(30-V))+1);
dydt(3)=a_h*(1-h) - b_h*h;
a n=0.01*%(10 - V)/(exp(0.1*(10-V))-1);
b _n=0.125%(exp(-V/80));
dydt(4)=a n*(1-n) - b_n*n;
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