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8. MODELAGEM DE FONTES CHAVEADAS: METODO DAS
VARIAVEIS DE ESTADO

Middlebrook e Cuk (1976, 1977) desenvolveram uma técnica para obter um modelo de
variaveis medias no espago de estado, resultando em um modelo linear para o estagio de
poténcia, incluindo o filtro de saida, modelo este valido para pequenas perturbacdes, fazendo-se
a linearizacdo em torno do ponto de operagéo.

Por variaveis médias entende-se o valor médio de cada variavel considerada
(normalmente corrente no indutor e tensdo no capacitor), valor médio calculado a cada periodo
de comutacdo. Ou seja, 0 modelo ndo é capaz de representar o ripple da corrente ou da tenséo,
mas representa a evolucdo do valor médio destas varidveis. As realimentacfes necessarias a
operacdo em malha fechada ndo devem conter sinais de alta frequéncia, ou seja, devem ser
devidamente filtradas, de maneira que o modelo reproduza de maneira fiel 0 comportamento do
sistema.

Caso o ripple de alta frequéncia ndo seja suficientemente atenuado, sua presenga no
circuito pode levar a funcionamentos nédo previstos pelo modelo e que, portanto, ndo podem ser
explicados por este.

A figura 8.1 mostra um diagrama de blocos do sistema (dominio do tempo), enquanto em
8.2 tem-se uma representacdo em termos de funcdes de transferéncia (dominio da frequéncia).

Cada bloco do sistema mostrado na figura 8.2 pode ser representado por uma funcéo de
transferéncia. Os pequenos sinais causadores, ou resultados, da perturbacdo séo indicados por
uma letra no formato v, 4, <.
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Figura 8.1 Diagrama de blocos do conversor.
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b)
Figura 8.2 Funcdes de transferéncias do conversor.
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8.1 Linearizacdo do estagio de poténcia usando valores médios das variaveis de estado
para obter vy(s)/d(s)

O objetivo deste estudo é obter uma funcgéo de transferéncia para pequenos sinais entre a
tensdo de saida (vo) e o ciclo de trabalho (3), em torno de seus pontos de operacdo, V, e D,
respectivamente.

Quando for indicada a variavel em tipo maidsculo (V,, por exemplo), refere-se ao valor
médio da varidvel. Quando for indicado v,, indica-se apenas 0 componente alternado, relativo a
perturbacdo, e quando se expressar a variavel em tipo minasculo (v,), refere-se a soma de V,
com v,

A andlise que se segue refere-se a operagdo no modo continuo.

a) Passo 1: Descricdo no espaco de estado

Operando no modo continuo, existem apenas duas configuracdes topoldgicas para o
circuito, uma quando a chave controlada estd conduzindo e outra quando esta bloqueada e o
diodo est4 conduzindo.

Durante cada subintervalo, o circuito (linear) € descrito através de seu vetor de estado, X,
o qual é composto pelas correntes dos indutores e pelas tensdes sobre os capacitores. E possivel
incluir no modelo as resisténcias de indutores e capacitores, assim como algumas néo idealidades
dos interruptores. Normalmente, por sua importancia no comportamento dinamico, o elemento
parasita incluido € a resisténcia série equivalente do capacitor.

Seja V; a tensdo de entrada do conversor. A; e A, sdo matrizes de estado, quadradas, com
a mesma dimensdo do nimero de variaveis de estado, e B; e B, sdo vetores.

x=A;.x+B;.V;, durante é.t (8.1)
x =A,.x+ B,.V;, durante (1-6).t (8.2)

Para um conversor tipo buck, boost ou buck-boost tem-se apenas duas variaveis de
estado:

Geralmente a variavel de saida (tipicamente a tensdo aplicada a carga) pode ser escrita
em termos apenas das variaveis de estado:

v, =C, X durante d-t (8.3)
v, =C,-x durante (1-3)-t (8.4)
onde C; e C, sdo vetores transpostos.
b) Passo 2: Mediar a descricao das variaveis de estado usando o ciclo de trabalho (5)
Para produzir uma descricdo média das variaveis em um periodo de chaveamento, as

equacOes correspondentes as duas variacGes topoldgicas sdao ponderadas em relagdo ao tempo,
resultando em:
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Vo =[Cy-8+C,-(1-8)] X (8.6)

Passo 3: Introducédo de pequena perturbacéo e separacao de componentes CC e CA
As variaveis serdo decompostas em:

X=X+x
V, =Vo+o, (8.7)
0=D+d

Em geral, vi=V;+v. Entretanto, como o objetivo aqui & obter uma funcéo entre v, e 3,
consideraremos a tensdo de entrada sem variacdo, de modo que Vi=Vi.
Usando as equacdes precedentes e reconhecendo que X=0, tem-se:

x=AX+BV +Ax+[(A; —A;).X+ (B;—B,).V].d  (88)

Ha ainda termos contendo produtos de x e 4, 0s quais serdo desprezados, visto serem 0
produto de duas variacOes as quais, por defini¢do, sdo pequenas.

A=A,-D+A,-(1-D) (8.9)
B=B,-D+B,-(1-D) (8.10)

O comportamento em regime permanente pode ser obtido da equacao (8.8), fazendo-se
nulos os termos varidveis no tempo e as perturbacgdes, resultando em:

A-X+B-V,=0
X=-A1.B-Vi (610
A expressao apenas para a componente alternada é:
x=Ax+[(A; —Ay).X+ (B, —B,).Vi].d (8.12)
Analogamente,
V, +9,=C-X+C-x+[(C, -C,)-X]- & (8.13)
C=C,-D+C,-(1-D) (8.14)
Das equagdes precedentes, em regime permanente tem-se:
V, =C-X (8.15)
v, =C-x+[(C,-C,)-X]-& (8.16)

De 8.15 e 8.11 obtém-se a relagdo entrada/saida, em regime permanente, é dada por:
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Vo _ -C-Al.B (8.17)
Vi

Passo 4: Transformacgdo da equacdo CA para o dominio da frequéncia para obter a funcdo de
transferéncia
Aplicando a transformada de Laplace a equacéo (8.12) tem-se:
s-x(S)=A-x(8) +[(A, = A,)- X+ (B, -B,)-V,]- £(5) (8.18)
ou,
x©)=[s-1-A]*'[(A, -A,)-X+(B, —-B,)-V,]-£(5) (8.19)

onde | é uma matriz identidade.
A funcdo de transferéncia buscada é expressa por:

v, (8)

4(s) :C'[S'I_A]i -[(Al—A2)~X+(Bl—Bz)-Vi]+(C1—CZ)'X (8.20)

T,() =

Observe que, além das matrizes A, B e C, é preciso conhecer o vetor X, o qual
corresponde aos valores médios de regime permanente para as variaveis de estado. Este vetor
deve ser escrito como funcdo dos valores CC das entradas (por exemplo, a tensdo Vi) e da
largura de pulso, D.

8.2  Funcao de transferéncia &S)/v.(S) de um modulador MLP a partir de onda triangular

A tensdo de controle, vc(t), que é a tensdo de erro modificada pelo compensador, é
comparada com uma onda periddica, vs(t), a qual determina a frequéncia do sinal MLP. Esta
onda tem um valor maximo Vs, conforme ilustra a figura 8.3.

A tensdo de controle, que varia entre 0 e Vs, é formada por um nivel CC e uma
componente alternada (por hipotese, senoidal):

V()= V, +«(1) (8.21)
¢« (t)=a-sin(ot + ¢) (8.22)

A figura 8.3 mostra as ondas estudadas:
O sinal 8(t) pode ser expresso como:

() =1 se v (t) = v/(t)

(8.23)
3(t)=0 se v (t) <v(t)
o(t) = % + W +componentes de frequéncia maior (8.24)
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Figura 8.3 Tens&o de controle e sinal MLP.

Os termos em frequéncia elevada presentes em &(t) néo se refletem significativamente na
tensdo saida em funcdo do filtro passa baixas na saida do conversor, podendo ser ignorados.
Assim:

8(t) =D +4(t) (8.25)
VC
D=F (8.26)
£(t) = a-sin(ot +¢) (8.27)
Vs

A relacdo buscada é bastante simples, e ndo possui qualquer elemento dindmico, ou seja,
0 modulador PWM pode ser substituido por um ganho:

_d6) 1
T.(s)= o (s) Vs (8.28)

8.3 Caracteristica dinamica do conversor buck no MCC

Para obter a funcdo de transferéncia v,(S)/4(S) em um conversor abaixador de tenséo,
operando no modo de conducdo continua, as duas variantes da topologia estdo indicadas na
figura 8.4.

(a) (b)
Figura 8.4 Alternativas topoldgicas (modo continuo) de conversor abaixador de tensao:
conducéo do transistor (a) e conducéo do diodo (b).
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A resisténcia série do capacitor é indicada como R, enquanto a resisténcia do indutor é
RL. X; € a corrente pelo indutor e X, € a tensdo sobre o capacitor.
Considerando a malha externa no circuito mostrado na figura 8.4.a tem-se:

_Vi + LX1 + RL'Xl + RO. (Xl - CXZ) == O (829)
Escrevendo a equacdo de tensdes para a malha de saida:
_XZ - C. RSG'XZ + RO. (X1 - C.Xz) = 0 (830)

Numa forma matricial, as equagdes anteriores, que sdo vdlidas durante o intervalo
normalizado &, podem ser escritas como:

Ro.(Rge+Ry,)+Rse.Ry,

1] | 7 L(ReetR0) _me&g
al=| & el #[gfv oo
C.(Ro+Rge) C (R0+Rse)

As equacdes de estado para o circuito na situacdo em que o transistor esta desligado, por
inspecdo, podem ser obtidas facilmente, apenas observando que a tensdo V; vale zero. Assim A2
=AleB2=0.

A tensdo de saida, em ambos os casos é dada por:

Ro0.Rge.x1+R0O.X5

VO == RO (Xl - CXZ) = RO+Rse (832)
Entao:
[ Ro-R Ro |
c,=¢,=| AT ° | (8.33)
Ro+R, Ro+R,

Assim, a matriz e os vetores mediados sao:

A=A1
B=B:.D
c=C1

As seguintes simplificagdes podem ser feitas: usualmente, Ro >> Ry , € tanto R, quanto
Rse sS40 pequenos, o que simplifica as matrizes e vetores para:

{ R, +R, 1 }
A=A =A,= | Lo (8.34)
L E _C-ROJ
C=C,=C, ~[Ry 1] (8.35)
(1]
B=B,-D=|_|'D (8.36)
Lo
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A inversa de uma matriz M é pode ser obtida pela expresséo:

1 M
~ det(M)

o M éamatriz inversa de M.
o det(M) é o determinante da matriz M
e M é a matriz adjunta de M.

No caso de uma matriz 2 x 2, a matriz adjunta é obtida simplesmente trocando de posicédo
os elementos da diagonal principal e trocando o sinal dos elementos da diagonal secundéria.
Desse modo resulta para a matriz A™:

1]
,__LCRo I"CRo L
- 8.37
R0+RSE+RL|L 1R +RLJ (8.37)
C L
A caracteristica estatica do conversor é obtida aplicando 8.17:
Vo _p._Ro+Re (8.39)
V; Ro+ R + R
Para o conversor abaixador de tens&o, os elementos do vetor X sdo dados por:
\V} V.
I =1,= o DV, e (8.39)
R, R,
V.=V, =V,-D
A funcdo de transferéncia v.(S)/4(s), aplicando a equagéo 8.20, é:
S 1+s-R_-C
T,(5) = 7:[(( )) V- +1 o . (8.40)
L-C-|s®+s- FACRAA
Ro-C L L-C

Os diagramas de Bode sd@o mostrados na figura 8.5. A figura 8.6 mostra a resposta do
conversor, operando no MCC, a uma mudanca em V; ou em & (sdo equivalentes do ponto de
vista dindmico). Note que a funcéo de transferéncia é idéntica caso se obtenha a relacéo vo(s)/vi(s)
bastando trocar V; por D no numerador. A concordancia dos resultados € absoluta.
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Figura 8.5 Diagramas de Bode do conversor abaixador de tenso.
Parametros: Vi=20 V, L=200 uH, C=100 uF, R,=10 ohms, Rs=0,1 ohm, R =0,1 ohm.
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Figura 8.6 Resposta a uma varia¢ao na tensdo de entrada (equivalente a uma mudanca de largura
de pulso) em conversor abaixador de tensdo operando no MCC. Em cima: resposta do modelo.
Embaixo: resposta no circuito.

8.4 Caracteristicas dinadmicas dos conversores boost e buck-boost no MCC

Procedimento analogo ao do exemplo anterior pode ser feito para obter as caracteristicas
dindmicas de qualquer outra topologia.

Para o conversor boost, a funcdo de transferéncia da tenséo de saida para a largura de
pulso (para o circuito sem perdas) é dada por:

1 s-L
1-—— - > =
Yo(s) _ Vi ( (1-D) Ro]

4(s) (1-D) 1+S-L_( 1 j2+sz-L-C-[ 1 T

(8.41)

‘Ro \1-D 1-D

A figura 8.7 mostra o comportamento em frequéncia desta fungdo de transferéncia.
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Figura 8.7 Diagramas de Bode‘aqg:éonversor elevador de tensao.
Parametros: Vi=10 V, L=100 uH, C=100 uF, R,=10 ohms, D=0,8.

A figura 8.8 mostra a resposta no tempo de um conversor boost, em malha aberta, com
um aumento de largura de pulso de 50% para 55%. Na mesma figura € mostrada a resposta do
modelo linear. Observa-se que o resultado do modelo apresenta uma oscilagdo em frequéncia
ligeiramente maior e que é menos amortecido. A razao é a ndo inclusdo de elementos de perdas
(queda no transistor e no diodo) que estdo presentes na simulagéo do circuito, resultando em um
comportamento ligeiramente distinto, tanto na oscilacdo quanto no valor de regime permanente.
N&o obstante, pode-se dizer que o modelo representa adequadamente o comportamento do
circuito. O comportamento de fase ndo minima também é evidente em ambos os resultados, com
a variacao da saida inicialmente indo no sentido oposto daquele desejado, ou seja, diminuindo ao
invés de aumentar.

[\porooe———

Figura 8.8 Resposta de conversor elevador de tensdo e respectivo modelo. Pardmetros: Vi=50 V,
L=10 mH, C=100 uF, R,=100 ohms. Frequéncia de chaveamento de 10 kHz.

Para o conversor buck-boost, a funcéo de transferéncia da tensdo de saida para a largura
de pulso (para o circuito sem perdas) é dada por:

D s-L
1-_ =2 >=
Yo(s) _ Vi ( (1-D) Ro]

. 8.42
) -0y 1+H'( : Y*SZ-LC'[lT -
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A figura 8.9 mostra os diagramas de Bode. Observe que se tratam de comportamentos de
segunda ordem, mas que apresentam um zero no semiplano direito (RHP) (raiz do numerador
com parte real positiva).

AN

~

SEL>>

\

100mHz 1.0Hz 108z 100Hz 1.0KEz 10KHz

Figura 8.9 Diagramas de Bode do conversor abaixador-elevador de tenséo.
Parametros: Vi=10 V, L=100 uH, C=100 uF, R,=10 ohms, D=0,8.
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8.6  Exercicios

1. Demonstre que a funcdo de transferéncia v,(S)/4(s) para o conversor boost, no MCC é:

1 s-L
: - an
Vo(s) Vi (1-D)* Ro
4(s B 1-D 2 ] 2 2"
(s) ( ) 1+&. 1 +s?.L-C- 1
Ro (1-D 1-D
N&o inclua as resisténcias do capacitor ou do indutor no modelo.

e Trace os diagramas de Bode utilizando os seguintes valores: Vi=10 V, D=0,5, L=100 uH,
C=100 uF, Ro=2 Q, Vs=5V, f.,,v=20 kHz. Comente os resultados.

2. Demonstre que a funcéo de transferéncia v,(S)/4(S) para o conversor buck-boost, no MCC

D s-L
1-— - > =
g Vols) _ Vi ( (1-D) ROJ

) <1—D)2'1+s-L.(1)132.L.C.[1T'
Ro D 1-D

N&o inclua as resisténcias do capacitor ou do indutor no modelo.
e Trace os diagramas de Bode utilizando os seguintes valores: Vi=10 V, D=0,5, L=100 uH,
C=100 uF, Ro=2 Q, Vs=5V, f¢na=20 kHz. Comente os resultados.

3. Obtenha a funcdo de transferéncia wv,(S)/4(s) para o conversor buck, no MCC. Inclua
apenas a resisténcia do capacitor no modelo.

e Trace os diagramas de Bode utilizando os seguintes valores: V=20 V, D=0,5, L=200 uH,
C=100 uF, Ro=10 Q, Vs=10 V, fchay=20 kHz, R=0,1 Q2. Comente 0s resultados.

e Simule no tempo o conversor e compare 0s resultados do modelo com os do circuito
quando ocorrer uma alteracdo na tensdo de entrada de 20 para 22 V. Note que a funcéo de
transferéncia é idéntica, caso se obtenha a relacdo wv,(s)/i(s) bastando trocar Vi por D no
numerador.
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