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Método de Pontos Interiores em Programacao Linear

1 Introducao

1.1 Pontos Interiores X Simplex
e Ambos eficientes
e Simplex: muitas iteracoes "simples” pelas arestas
e Pontos Interiores: poucas iteracoes ”caras” pelos pontos inte-

riores.

simplex

..........

pontos interiores

Figure 1: Simplex X Pontos Interiores



1.2 Notacgao

o A B,C...onde A = {a;;} - Matrizes

e a,b,c..onde a = {a;} - Vetores colunas
1.3 Programacao Linear - Formas Padroes

(A

min  CT
Primal : ¢ sa Ax =0
x>0
mazx by max bly
Dual :{ sa Ay <c ou Dual:{ sa Aly+z=c
y livre z >0,y livre

1.4 Definicoes

e Def. 1: Ponto interior: x° tal que x° > 0 ¢é ponto interior
do primal.

e Def. 2: Ponto factivel: x° tal que Ax° = b,2° > 0 é um

ponto factivel do primal.

e Def. 3: Ponto interior factivel (satisfaz 1 e 2): x° tal que
Ax® = b, 2° > 0 é um ponto interior factivel do primal.

e Def. 4: Gap (ou GAP): diferenga entre o valor do primal e
do dual. Ex.: GAP = c'z — bly.



1.5 Condicoes de Otimalidade

i) Primal factibilidade: b— Az =0,2 >0
ii) Dual factibilidade: — ¢— Aly —2=0,2>0

iii) Folga Complementar: x;z; = 0

1.6 Problemas de Minimos Quadrados

Problema: Min,ep®(z) = || b— Az |°
Logo:
®(z) = 1(b— Ax)'(b— Az) = (0’0 — b'Ax — 2! A'b+ 2! A" Ax)
Vo(z)=0 = z=(A"A)"1AD

V2®(z) = A'A >0 = ¢ minimo global.



f(x)

Figure 2: Método de Newton
1.7 Métodos de Gradiente e de Newton

e Método Gradiente (monovariavel):
O(z) = O(2Y) + VO (20) (2 — 20)

P(x) =0 = VI (2")x = V&' (2")2" — O(2?)

_ 0 ®EY
=2 _V(Ig(xo)

e Método de Newton:
D(z) = O(aF) + VO(aF)(z — 2¥) + $(x — 2")' H (2") (x — 2P)

onde H(z") = V(V®(z2*)) (Hessiana de &(x))



Vo(z) =0 = V&(zF)+ H(z")(z — 2*) =0

oFH = of — o[ H(2")] "IV O (2F)

e Lema 1: Uma direcao d para melhorar a funcao objetivo é
factivel para restricoes de igualdade do tipo Ax = bse Ad =0
(pois A(x +d) =b = Ad=0).

e Premissa 1: Algoritmos de pontos interiores comecam em
pontos interiores factiveis e movem de ponto em ponto interior
factivel, em direcao a solucao dtima.



2 Método Primal-Afim-Escala

2.1 Base Tedrica

I 0 0

0 I 0
X(nzn) = diag(z) =

0 0 T

Min,. || Xz |” sc_z z=c— Aty_

Min, A Xz ||* = Min.}|| X(c — Aly) |

Z = X(c— Aly) ||’

= X' Xe—d X' XAly —y' AX'Xc+ y' AX' X Aly

X=X V,Z7=0 —AX?c+ AX?Aly =0

z=c— A(AX?A)1AX?c

Teorema (Dikin): Dados x tal que Ax = b,x > 0,y =
(AX2AY)TAX?c, entao a direcao d = —X?z é uma direcao de

descida factivel.
Assim, d = — X2z minimiza || Xz ||*:
k1

T = 2F + ofdF com:



R

o = Tmin5zc<0(—%%) 0<7<1,d"={oF}
2.2 Algoritmo
1. Dados 7 € (0,1) e 2° | Az’ =b, 2° > 0,k = 0:
2. Faca até convergir:

(a) y* = (A(X*)?ANTTA(X )%

(b) 2% = ¢ — AlyF

: zF
(d) ol = Tmzn5zg€<0{ 1
(e) 21 = 2F + ofdh
(f) k— k+1

3. Fim Faca



e a) Critérios de convergéncias:

LX* 2%
1+ btyF+ct k|| <€

— Gap relativo:
txk—l—l_ctxk H
TN ——

|

— Variacao do valor da funcao objetivo: | €

e b) Ponto inicial interior factivel 2V, resolver:

min cx+ Mo
(PM):{ sa Az +po
(z,0)

AVAI
o

onde: p =b — Az, Iniciar com (2, 1).

e ¢) Calculo de y*:

(AXF)2 ANy = A(X)%e

e d) afim: espaco afim, escala: 7 = X 'a:

min  cx min

c
(P)! sa Az <b — =Xz = (P){ sa Az
x>0 T

(4

N

b
0

IV

c=Xc, A= AX.



2.3 Projecao Afim-Escala

Problema:
max  cx
sa Ax=0b>
x>0

Direcao d tal que:

mazr (2" + d)
sa A’ +d)=1b
ld|*=1

Lagrangeano:
L(d,y,\) = (2 + d) + M1 — d'd) — y'(A(z" + d) — D)
Dual:
Ming, zL(d,y, \).
Otimalidade:
) Z=c—2Xd—Aly=0
i) 2k=1-dld=0

i) G2 = A(z"+d)—b=0



iii): Az — b+ Ad=0 = Ad=0
A= %:

)c—d—Aly=0 = d=c— Aly

= y=(AAY1Ac

d=c— A (AAN T Ac = (I — AY(AAN T A)c = Pc

P = (I — A(AA")'A) = matriz de projegao ortogonal
ao espaco nulo de A.

Figura 3: d =d, + dy, d, = A'w

Ady = A(d — d,) = 0 (espago nulo de A).
Assim:

Ad = Ad, = AA'x

v =(AAYTAd = d, = AY(AAY)LAd

dy = d — ANAAYTAd = (T — AAAN " A)d = P(A)d



N(A)

t
R(A)

Figure 3: Matriz de projecao ortogonal de A

Problema (P):

d=—Pé=—(1 - A(AA)1A)¢

A= AX, ¢ = Xe, iteracio k:

dF = —(I — XFANAXFXFANYTLTAXRF) X e
= —XFe+ XFA(AXF)?2ANLAXR)2e

Logo:

dr XFdh = —(I — (XFZAYA(XF)2AN)LA).(XF)2e
oh L — gk 4 ok gk

Primal-afim-escala:



dk: _ _(Xk)2zk
k c— Atyk
v = (AX2AN AR

W
I

d¥ = —(I — (XF)2AHAXF)2ANTLA) . (XF)2c
= {xk+1 N B

2.4 Exemplo (Frannie’s Firewood Problem)

e v . Y
Frannie vende 3 7" cordas”’ de lenha todo final do ano. Pode vender
meia "corda” a U$90 ou uma " corda” a U$150. Como maximizar
o lucro?

max 90:161 + 15029

Modelo : —xl + 19 <3
L1, L2 2 0
x3 = variavel de folga, (1 % = ponto inicial interior factivel

Resultado: tabela 1, figura 4.



I I I3 cC'x

61290 622150 C3y = =3

1.00 0.50  2.00 165.00
1.73 0.80  1.34 275.51
2.82 .13 0.46 423.40
3.92 1.00  0.04 502.84
5.66 0.14  0.03 530.45
5.88 0.05  0.01 537.25
5.98 0.01  0.003 539.22
5.99 0.005  0.000 539.79
6.00 0.001  0.000 539.95
6.00 0.000  0.000 539.99

550«
500
450,
400
=350 .
(8] .
3004
250,

200

1s0o,
15

x2 0 1

Figure 4: Evolucao dos pontos interiores do problema de Frannie



3 Método Dual-Afim-Escala

3.1 Introducao

Problema:
min 1| Zz |
2 — diaolz
{ ca Ay —b 7 = diag(z;)

Lagrangeano:

L(z,w) =3 || Zz ||* +w' (b — Az) = L(2'ZZz) + w' (b — Ax)

Condigoes de otimalidade:

Ox
L —() — b— Ar =0

{@Lzo — 7%z — Alw =0
ow

Ou seja:
v=7Aw, (AZ72ANYw=0b=x=72A"AZ2A")"1b
Hessiana:
H:[ Z _A] = —AA" <0
—A" 0

z=c— Aly = dz = —Aldy



Direcao dz = —Z%z:

dz = —Z*Z2A AZ2AY) 1
= —AYAZ2AN b = —Aldy
Assim:

dy = (AZ72AH 1

Teorema: Dados (y,2) tais que z = ¢ — Aly, 2 > 0, z =
Z2AAZ2AY) b, a direcao dada por:

(dy,dz) = (AZ2AY) b, — Z%x)

¢ dual factivel e é de subida.

3.2 Algoritmo
1. Dados (¢, 2°) tal que A%y’ +20=¢, 2> 0e71 € (0,1), k =
0,
2. Faca até convergencia:
(a) dy* = (A(Z")72AN) b
(b) dzF = —Aldy”
(¢) oF = —(ZF)2d"



. k
(d) o = Tmm&zf<o{_;7:z;}
(e) yk+1 _ yk + akdyk

) SRl — Sk i o dzF (Ou SR+l — o Atyk+1>

e a) Critério de convergéncia originalmente utilizado:

”btyk_btyk—i—l”
maz(L,||bty*) —

€.

e b) Ponto inicial dual factivel (y°, 2°), resolver o problema:

max bly — Mo
sa Aly+z—eoc = c
z>0

aplicando o método dual-afim-escala até ¢ < 0, com valor

inicial y° qualquer (livre), 0 = —2min;(c; — Azyo).

° C) Skl — o Atykﬂ —c— At(yk + Ozkdyk) —
c— Aly¥ — aF Aldy* = 2F + oFd2*

e d) O calculo de 2% ¢ dispensavel, a nao ser que se utilize no
critério de convergencia.



e ¢) Como y ¢ livre, nao ¢ feito teste de barreira.

e f) Grande custo computacional no calculo de A(Z¥)~2A!,



4 Método Primal-Dual-Afim-Escala

4.1 Introducao

Condigoes de otimalidade:

F, Ax —b
Flr,y,2)=|Fy|=|Ay+2—c| =0
F, XZe

Aproximacao linear fornece:

112

T, Y. 2 xo,yo,zo — J! xo,yo,zo F xo,yo,zo
7y7
poIs:

Fz,y,z) = F(a'4°, 2% + J(2% 4", 2°) (2, y, 2)—

(z%y’,2")] =0

b— Az’ Ty
—F(a ", 2 = c—AY =20 | =|rg| =7
—X7% T,
e
VE] [A 0 0
J(% 0,y =|VE, | =] 0 A" T

VE! zZ0 0 XO



Assim:

(v,y,2) = (2%94°,2")+| 0 A" T ra | = (2°,4°,2") +d
70 0 XV r,

onde:

dz 70 0 X° Ty

70 0 X||dz Ty
Considerando:
Adx =1,
Aldy + dz = 71y

2%z + X%z = r,
dz =ry — Aldy =

Z%x + XVdz = 2%z + XOry — Aldy) =,



Zdr — XY Aldy = r, — X r,

Ou seja:

— (XN 2%z + Aldy = —(X)"Lr, + 1y
que fornece:

dx

dy

A 0
—-D Al

_ | T
g — (XY,
onde D = X~ 1Z. Note que:

Adzx = T
—Ddx + Aldy = rg— X',
dx = DAy —ry+ X 1r,]

e
D' Aldy = dx + DY (rg — X 1r,)
(AD'AYdy = Adx + AD 'ry— AD 1 X 1r,

= (AD'AYdy =r,+ AD try— AZ 1r,



4.2 Algoritmo
1. Dados (2%, 4°, 2%) tal que (2°,2%) > 0e 7€ (0,1), k=0,

2. Faca até convergencia:

() dy* = [A(DN) A rf + A(DY) 'l — A(Z) )]
(f) da* = (D) Aldy" — vk + (XF) 7]

(8) d2" = (X*)7Hry — Z*da"]

( k

() af = min(rpk, 1)
(k) o = min(Tp%, 1)
(1) 2"t = zF 4 afida”
(m) y* 1 = y* + ahdy"
(n) 2M =28 + ahdzk
(o) k —k+1

3. Fim Faca



e A convergéncia pode ser testada sobre o valor de || F'||°.

e O ponto inicial (2, 9", 2°) nao precisa ser factivel. Recomenda-
se:

— Para o primal:

Fazendo z = Ay, Ax =b — AA'g=05b

= g=(AAY"1
Al = AHAAD D
z = A(AAN b

_ : 1]
€1 = max(—min;x;, €, €2||A1|1), onde €5 > 0

7Y = maz(xz;, )
(Mol =<y [ b | ] Ally = maz; ity | agy )
— Para dual:

Aly+z=cyliviteez>0 = ' =0, e

zi+e3 se z; >0
z = —Z; se z; < —e€3
€3 se —e3 <z <0

onde €3 = 1+ || ¢||;. Estes pontos procuram ser bem
posicionados, longe da fronteira (x;2z; ndo muito pequenos).

e O tamanho do passo para y é o mesmo de para z (%) para
garantir que ocorra ¢ — Aly* — z¥ = 0 na convergéncia:



c — AldyFtt — M = ¢ — Al(y* + obdy®) — (2% + ofid2")

= (c— Alyk — zk) — oz(]}(Atdyk — dzk)

e Como nao precisa de ponto inicial factivel, este método é mel-
hor que o primal ou dual (nao precisa de fase I).



5 WMétodo Primal-Dual Classico

5.1 Introducao

Primal-dual afim-escala permite que x e z aproximem rapidamente
das fronteiras = ineficiente.

Primal-Dual Classico acrescenta uma perturbacao na condicao
de complementariedade:

Lizi = Hi

Novas condicoes de otimalidade:

b— Ax =
d—Aly—2 =
pe — XZe =10

wtal que limy, — oopt* =0

Estimacao de py:

AF = Tr[(X*)Z onde: Tr[X] = traco de X
Na maioria das implementacoes, adota-se:

pt =k (%), ot e (0,1)

Nota: 0¥ =0 = primal-dual afim-escala, ¥ =1 =



direcao de centragem pois:

pwe — XZe =10
K X'z
L e XZe=0 = X'Ze=
n
A cada iteracdo, tem-se o sistema J(2*, y*, 2¥)d* = ¥, ou seja:

€
n

A 0 0 dz* r]’; b— Az*
0 A" I ||dy*|=|rk|=]c— A =2F
ZF 0 XF || d2¥ rk pre — (XF) ZFe

Tem-se assim, duas diferencas em relacao ao método primal-dual

afim-escala:

e a) troca de ¥ por r¥

e b) célculo de pf



5.2 Algoritmo

1. Dados (2, 9", 2%) tal que (2°,2°) >0, 7 € (0,1),0 € (0,1) e
k=0,

2. Faca até convergencia:

k
(b) p* = o(%)
(c) i =b— Azt
(d) rk = ¢ — AlyF — 2F
(e) r¥ = pFe — X* Z%e
(f) D" =[(Xx*) 2"
(g) dy* = [A(D*)" AT ry + A(DY) g — A(Z%) ']
(h) dz* = (DF)"HA dy* — rk + (X*)~1rk]
(i) d2¥ = (X*)7rk — Z*dah]
: zk
() P]; = m2n5x§<o{ 5935;}
: ok
() o = ming s of — 2}
(1) o = min(Tpk,1)
(m) ayj = min(rpy, 1)
(n) 2F = 2% + ofidat
(O) k+1 _ y i akdy
(p) 2°Ht = 28 4+ ahdzF
(q) k—k+1



e O critério de convergencia e a inicializacao deste método po-
dem ser os mesmos do método primal-dual afim-escala. E
recomendavel inicializar com p° alto.

e Dependendo dos valores de o e 7, obtemos algoritmos de diver-
sas naturezas (complexidade polinomial, convergéncia super-
linear, etc.).

e Os valores tipicos de 7 estao entre (0.995,0.99995).

k\2
e Quando v* < 1, recomenda-se utilizar p* = 0o para procu-

n
rar acelerar a convergencia.



6 Método Preditor-Corretor

6.1 Introducao

Baseado em 3 componentes:

e direcio afim-escala d (direcio de Newton, preditor).
e direcao de centragem, definido pelo o do primal-dual cléssico.

e direcao de correcao d, que tenta compensar a aproximacao
linear de Newton.

Idéia: calcular a direcao afim-escala e estudar o progresso ao
longo desta dire¢ao, atuando na perturbacao p (centragem) e na
correcao nao-linear.

No ponto (z,¥, 2):

Adx =1,
(1) A%lg—l-d% = Tyq
Zdx + Xdz = r,=—XZe

Obtém-se, entao, o ponto (Z, 7, 2), onde:

T T+ dzx
y|=|y+dy
z z+dz

A seguir, determinar a dire¢ao (dz, dy, dz):



Adz = 0
(2)¢ Aldg+dz =0
Zdr + Xdz = pe— (DxDZ)e =1,
onde DT = diag(dz) e Dz = diag(dz). Finalmente, a diregao
final (dz, dy, dz) é determinada somando (1) e (2):
A(dz + dz) =7,
Aldy +dy) + (dz +d2) = ry
Z(dx+dz)+ X(dz2+dz) = ro+r.=75

onde:

r. = pe— (DxDz)e



6.2 Algoritmo
1. Dados (2%, 3°, 2%) tal que (2°,2°) >0, 7€ (0,1) e k =0,

2. Faca até convergencia:

a rk =b— AxF
(a)
(b) r§ = c— AlyF — 2F
(¢) rk = —X*Z%e
(d) Dk = (X*)~1ZH]
(©) dg* = [ADY) ATk + A(DH)1rl — A(Z4) e
(f) di* = (D*)HA'dg" — 7 + (X*) " ry]
(8) dz" = (X*)'ry — Z*di"]
. . ¥
(h) py, = mm(saz«f<o{—5§§}
N~ . ok
(i) i = Mgk o — P }
() & = min(7p,, 1)
(k) aj = min(rpjj, 1)
(1) A% = (2% + akdzh) (28 + aldz"), ~* = Tr(X"Z"]
~k
(L) se 4% > 1
m) o¥ ={ 7
w () se A <1
k
(n) p* = o"(%
(0) & =1y + pfe — (D*)(DzF)e
(p) dy* = [A(D*)"TAT [ry + A(D") " trg — A(ZY) ]
(q) dz* = (D")" A dy" — rj + (X") ']



(r) dzF = (XP) "L rk — ZFdx"]
zk
<S> p]; - mznéxf<0{ 59316}
Zk
(6) o = mings o — 25}
(u) af = min(rpl, 1)
(v) g = min(Tpg, 1)
(w) 2"t = 2% + alda*
() " = y* + agdy’
(v) 2Ft = 2F 4+ akd2?
(z) k— k+1
3. Fim Faca
Nota

e O critério de convergencia e a inicializacao deste método po-
dem ser os mesmos do método primal-dual afim-escala.

e Dois sistemas lineares precisam ser resolvidos, utilizando a
mesma relacao: A(DF)~tA! = LF(LF)!,

e Espera-se que o esforco para resolver dois sistemas lineares seja
recompensado pela reducao no nimero de iteracoes.

e Este é o método com melhores resultados tedricos e praticos
(tem convergencia quadratica).



7 Método de Barreira Logaritimica

7.1 Introducao

Seja o problema:

(A

max c'x
(P1):3 sa Ax=1b
x>0

Substituindo a restricao x > 0 na forma:

maz x4+ p'f(x)
sa Ar=1b
[ In(zy) |
(P1) In(xs)
onde : f(x)=In(z)=
| n(z,) |

p pode ser assumido um escalar (p € R).

Exemplo:

min z = dx1 + 3x9
sa w+x3>1  (eq.l)
0<z1 <2 (eq.2)
0<z5<2 (eq.3)




x1

Figure 5: Regiao factivel do problema

Regiao factivel na figura 5. Com as variaveis de folga:

min z = 5xry] + 3o

sa x1+r9—23=1
T1+ x4 =2
Ty + T5 =2
x; >0,1=1,2,3,4,5

Com a adicao da funcao barreira:

min zZ = 5x1 + 3xe — p(ln(xy) + In(xs) + In(xs)+
In(zy4) + In(zs))
sa T1+ax9—x3=1
T+ 14 =2
To+ Ty = 2

Vamos analisar duas situacoes:

e a) ¥1 = o = 2 (aproximadamente no meio da regiao factivel)
z = bxr1 + 3z = 10



z = 7.237

e b))z =1.999, x5 = 0.001 (quase na fronteira)

z = 9.998
z=134.3

(P1) pode ser colocado como sendo:

| max f(z) =z + plna
(PQ)'{ sa Ax =10
e o problema de busca de melhor direcao factivel (em torno do
ponto z¥) pode ser colocado como:
(P3) maz Af(zF,da") =V fH(a")dz + L(dxk) T (2F)da?
| sa AdzF =0

Note que:
Vfah) =c+ ,uxik
J(zh) = {a;}
—(—x’,_ﬁ? sei=7j
Clz'j = ?
0 se c.c.

Aplicando o método primal afim-escala ao (P3), obtemos (do

lagrangeano associado):

da* = %X’“Pk(ck + pe)



onde X* = diag(2¥), ¥ = X¥c e P¥ é a matriz de projecao
Pt =T — (ANHAR(AM]7LAF com AF = AXF.

Préximo ponto interior:

" = 2% + oFdak) com dat = XFPF(cF + pe)

1

Melhor tamanho do passo no método de Newton = =

k
o = mm{ﬁ, T Amaz |, onde: Apge = mzn5$k<0{—ﬁ}
)

"
7

1 influencia fortemente no fator de convergéencia.

Valor tipico: 7 € [.9,.999]

7.2 Algoritmo
1. Dados 7 € (0,1), 2° > 0, " grande, k = 0:

2. Faca até convergir:



3. Fim Faca

Nota:

e a) Critério de convergencias: pode ser feito sobre a variacao do
valor de c'z¥ (Acfa* < ¢€) ou sobre o valor de da” (Adz* < €).

e b) O ponto inicial interior 2 pode ser encontrado utilizando o
método de M grande, como no caso do primal afim-escala.

e ¢) O valor de Au* pode ser tal que:

- 0 se || Acta® || grande
B I Ada® || se || Ada® || pequeno

ou considerando:
ptt=ppF, 0< B <1

O valorde 8 € R, 0 < 1 define a velocidade de convergéncia.



8 Problemas com Variaveis Canalizadas

8.1 Introducao

Seja o problema:

Min dx
(P1)¢ s.a Az =10
[<zx<u
Fazendo z = 2 + [:
Min 'z + cl
(P2)S s.a Az =0
0<z<u
()Elde b=b—Al et = u — [. Eliminando ¢l e fazendo
(Z,b,0) — (x,b,u):
Min 7 =cx
(P3)S s.a Az =10
0<z<u

que pode ser escrito como:

Min Z =cx+ 0

s.a Azx+0v=>
Ir+1Iv=u
(x,v) >0

(P4)




onde v é variavel de folga. O problema dual fica:

Max ¢ = by +ulw
(D1){ s.a  Aly+ITw<c
Oy + I < 0

Fazendo w = —w e adicionando variavel de folga z:

Maz ¢ = bly — v'w
(D2)¢ s.a  Aly—w+z=c
(z,w) =0

Condicoes de otimalidade:

Axr =0b
Primal : rT+v=u
(z,v) >0

Aly—w+z=c
D ;
ual { (5w) > 0
XZe=10(

Folga Complementar : { ViVe — 0

Re-escrevendo:



b — Ax 1 [r
c—Aly+w— 2 T4
F(z,y,z,w,v)=|u—z—0 = | Ty
ue — XZe Te
pe —VWe Il

Série de Taylor em torno de (2%, 4°, 2¥, w?, v"):

F(x7 y? Z? w? v) g F(x()? y()? ZO7 w()? /UO)_|_

J(x()? y()? ZO? w()? vo)[(x7 y? Z? w? v) _ (x()? y()? ZO7 w07 v

—Jd=r

ou seja:

(A0 0 0 0][d] [r
0 At I -1 0 dy rd
I 0 0 0 [ d. | =1r,
Z 0 X 0 0 d,, e
A 0 0 V de T

O sistema fica:

)



De (2) e (5):
(6) Ald, +d.+VIWd,=rqy+V~lr,
De (3), (4) e (6);

Atdy — (X_lZ + V_1W)dw =
ro+ Vi — X", - VIWr,

Definindo D = X' Z + V1w
d, =D Ad, —rg—Viry+ X e+ VI,
De (1):

AD'Ald, =r,+ AD Yrg+ Vi — X, = VW]



8.2 Algoritmo

1. Dados (2%, 0%, 9/, 2, w?) tal que (2%, 2°, 2%, w?®) > 0,
7€ (0,1),0€(0,1)e k=0,

2. Faca até convergencia:

(a) o = (ah)' 2k + (h)uc?

(b) pt =L

(c) i =b— Azt

(d) rk = ¢ — AlyF — 2F b
() ry =u —aF — ¥

(f) % = pFe — Xk ZFe

(2) rF = pke — VFWke

(h) DY =[(X*) 712"

(V")
(k) do* = (DF)"HA dyF — ok 4+ (X)) 7k — (VR ek
(1 (VE) T W)
(m) dzf = (X?)"Lrk — ZFd2?]
(n) d* =¥ —d"
(0) dy, = (V¥)"}(ry — Whdy)
. . zk . ok
(p P]; - mzn{mznégg?<0{_ﬁ}7 mznéy@’?<0{_ﬁ}}

—~
N®)
i)
IS
I

mm{mmézg%o{—é—zf}, mm(sw%o{—%?}}



3. Fim Faca

Nota:

e O critério de convergencia pode ser:

—a) [l <e
SB[ XFZE | <ee || VEWE || < e

e Pode-se inicializar com (2,07, 9", 2°, w") tal que:
— 7 =A(AAH
—V=Uu—2x
— €y >0

B . S [[b-+ully
— €1 = max{—min; T;, —min; v;, €z, ez||A||1}

— 2¥ = max{max;{Z;}, 1}

—v) = max{maz;{0;}, e}



—y =0
— Considerando ¢ = [y Y2...7n]:

* a)sey; =0, fazer 2) = w! = €5 > 0

* b) se y; > 0, fazer 2Y = 2, e w) =,

¥ ¢) sey; < 0, fazer wY = —2v; e 2) = —;

e Se todas as variaveis forem canalizadas, n, = 2n (n variaveis
x e n variaveis z).

e As adaptacoes para métodos primal-afim-escala e dual-afim-

escala sao semelhantes ao visto para primal-dual-classico.



9 Comentarios sobre Sistemas Lineares

Nos métodos de pontos interiores, sao precisos determinar matrizes
do tipo: B = AD 'A!, onde A é uma matriz dada e D > 0 é uma
matriz diagonal que varia a cada iteracao e é tal que:

e Primal Afim-Escala: D = X2 (y* = [A(XF)2AN7LA(XF)2c)
e Dual Afim-Escala: D = Z2  (dy* = [A(ZF)72A!b)

e Primal-Dual Afim-Escala:
D=X17
(dy* = [A(DF)T Ak + A(DY) el — A(Z7)~1rh))

E uma etapa computacionalmente " cara”. A seguir, vamos anal-
isar alguns aspectos que poderao melhorar o comportamento com-
putacional.

Como D > 0 é diagonal, D' > 0 também ¢ diagonal e podemos
escrever:

B=AD"'A' = AA' >0 com A = AD™3
Assim, o elemento 3;; de B ¢ dado por (ver figura 6):
Bij = (@:)'(a;) = {1 @inje = Sy ainapdpy;

onde {d;;} = D. Para cada (3, temos [(2 produtos + uma
soma)n] = 3n operagoes. Como a;zaj; ¢ constante para todas as



Figure 6: (a!)(a;)

iteragoes, se armazenarmos este produto, o célculo de §;; vai exigir
[(1 produto + 1 soma)n] = 2n operacoes.
Existem w

m+(m—1)+ ..+ 1= "Hm) Assim, o niimero de operagoes

elementos diferentes em B (simétrica, portanto,

Sa0:
1 N
Sem armazenamento: Sn% operacoes

Com armazenamento: nm(m + 1) operacoes
A matriz B é simétrica e definida positiva. Logo, a resolucao do

sistema
Bd =10
fica facilitada, se decompormos na forma:
LUd =10

L = matriz triangular in ferior

U = matriz triangular superior
A resolucao é processada, fazendo:

onde:



Figure 7: Decomposicao LU - Solucao por substituicao

Lw =5

L(Ud) =b {Ud:w

A decomposicao LU nao € inica mas a decomposicao B = LAU
¢ tnica (onde A é diagonal e L e U sao matrizes unitérios. E
possivel mostrar que, para matrizes simétricas, U = L', ou seja,
B = LAL'. Como B > 0 = A > 0, podemos escrever que
1 1 .
A = A2AZ o que permite escrever:

B = LASAIL! = LIt

que ¢é conhecido como decomposicao de Cholesky. Isso permite
CSCrevermos:

Lw =10

_ Frty L
Bd=1b= LL'd b:‘{ﬂdzw
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