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Definicdes e notacdes
o

Conceitos, Definicoes, Notacoes |

Definicao 1

Sejam A um conjunto de vértices e &/ um conjunto de arestas ligando os vértices
v € A . Define-se grafos como sendo G(.A", /). n= |4 representa o nimero
(cardinalidade) de vértices e m = || o nimero (cardinalidade) de arestas.

m Observacdo: vértice = né; aresta = ramo (ndo-orientado) ou arco (orientado)

® . =1{1,2,3,45}
o M:{a7b7c7d7e7f7g}

G

Figura 1: Grafo ndo orientado.
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o

Conceitos, Definicoes, Notacoes 11

m Uma alternativa para representar uma aresta é por meio da notagdo (x,y) com
x,y € A . Por exemplo, no grafo da Figura 1, a aresta b poderia ser representada
por (2,5) ou (5,2). Caso a aresta seja direcionada (arco), convenciona-se que a
primeira componente seja o vértice de origem e a segunda o vértice de destino.

Definicao 2

Grafo orientado ou direcionado (n3o orientado ou ndo direcionado) — quando as
arestas tém (n3o tém) orientacdo.

® ® O

S0 @

Figura 2: Exemplo de um grafo Figura 3: Exemplo de um grafo n3o
orientado. orientado.
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Definicdes e notacdes
o

Conceitos, Definigcoes, Notacoes II1

Definicao 3
Um grafo é dito ponderado (ou valorado) se suas arestas possuem custos (ou

pesos) associados. Usa-se a notagdo cj; (ou c(i,j)) para denotar o custo da aresta

entre os vértices i e j.
. ot

Definicao 4
Gs( N5, 2s) € um sub-grafo de G(N ,.o/) se Ns C N e s C of tal que se

(i,j) € s = i,j € Ns. Um grafo Gs(Ns,95) é um sub-grafo gerador de
G(N, o) se Neg=N eds C .

A\
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o

Conceitos, Definicoes, Notacoes IV

O

@ @ _r @ @ subgrafo

@ ®
®

Figura 4: Exemplo de subgrafos (gerador e n3o gerador).

subgrafo gerador
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Definicdes e notacdes
o

Conceitos, Definigoes, Notagoes V

Definicao 5
Grau de um vértice é o nidmero de arestas que incidem nele (no caso orientado,

arcos que entram mais que saem). Um né de grau 1 também é chamado de né
folha.

Definicao 6

Cadeia é uma sequéncia consecutiva de arestas em que todos os nds visitados sdo
distintos. Exemplo: na Figura 2 — {(2,3)(5,3)(4,5)(1,4)}.

Definicao 7

Caminho é um caso particular de cadeia na qual os arcos tém os mesmos
sentidos. Exemplo Figura 2 —{(2,3)(3,1)(1,4)(4,5)}

| \

Definicao 8

Comprimento de um caminho é a soma dos pesos (ou custos) das arestas do
caminho.
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o

Conceitos, Defini¢oes, Notacoes VI

Definicao 9

Um grafo € dito ser conexo se sempre existe uma cadeia entre qualquer par de
vértices.

Definicao 10

Ciclo ou lago é uma cadeia fechada (termina no né que iniciou). Exemplo na
Figura 2 — {(3,1)(1,4)(3,4)}

A\

Definicao 11

Circuito (ciclo direcionado) é um caminho fechado. Exemplo na Figura 2 —

{(2,3)(3,1)(1,2)}

Definicao 12

Uma arvore é um grafo conexo que nido contém ciclos.
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Definicdes e notacdes
o

Conceitos, Definigoes, Notagoes VII

m Exemplos de arvore obtidas a partir do grafo da Figura 2: (1) removendo-se as
arestas (2,3), (1,4) e (5,3); (2) removendo-se as arestas (1,4), (3,1) e (3,4);
Existem outras possibilidades.

Propriedades de uma arvore

Um grafo G com n vértices é uma arvore se e somente se ele satisfaz qualquer
uma das seguintes condi¢coes

@ G possui n—1 arestas e nenhum ciclo.

@ G possui n—1 arestas e é conexo.

@ G é conexo, mas a remog3o de uma aresta torna-o desconexo.
o

G n3o tem ciclos (aciclico), mas introduzir uma nova aresta produz um
ciclo.

©

Quaisquer dois vértices de G est3o conectados por um caminho Unico.
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Definicao 13

Uma drvore T é uma drvore geradora de um grafo G(A ,7) se T é um
sub-grafo gerador de G.
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Fluxo de Custo Minimo

3
>

m Considere um grafo (rede) direcionado G(.4",4/) com n nés e m arcos. A todos
os nés i € A, considerados como pontos de entrada e saida da rede, associa-se
um coeficiente b; tal que

@ Se b; > 0 ent3o é um né de fornecimento (ou de producdo).
@ Se b; <0, entdo é um né de demanda (ou de consumo).

@ Se b; =0, entdo é um né de passagem (ou de transbordo).

m A rede é considerada equilibrada, com excedente de produ¢do ou com excedente
de demanda, se } ;cn bi é nula, positiva ou negativa, respectivamente.

m A cada arco (i,j) do grafo, seja x;; a quantidade de fluxo que passa pelo arco
(assume-se que xj; > 0) e ¢j; o custo unitdrio de transporte pelo arco. Assume-se
que a rede estd equilibrada. Para o caso de excedente de produg¢do, pode-se criar
um né adicional n4+1 com bp41 = —Y ;e bi e arcos de custo nulo ligando este
novo né e todos os nés de fornecimento.
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Fluxo de Custo Minimo
ceo

Definicao do problema I

Problema do fluxo de custo minimo (PFCM)

Enviar os recursos disponiveis de modo a atender a demanda com o menor custo
possivel.

Matematicamente, tem-se

min  z= Z CijXij
(ij)es
s.a Z Xjj — Z Xki = b,'
(ij)es (k,)edd
xij > 0Y(i,j) €

m As restricGes

Y o5 ¥ wi=h
(ig)eod (k,i)ed
sdo chamadas de “balan¢o de fluxo” (ou de conserva¢do de fluxo ou equagdes de
Kirchhoff) nos nés e indicam que nenhum fluxo pode ser criado ou destruido pela
rede. A primeira parcela indica o fluxo que sai do né (sinal positivo), e a segunda
o fluxo que entra no né (sinal negativo), conforme indica a Figura 5.
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Fluxo de Custo Minimo
ceo

Definicao do problema II

Xmi
Xik

0

Xij X¢i
—Xmi — X¢i +Xjj + Xjk = bj
N———
entra sai
Figura 5: Balango de fluxo no né.

m A Figura 6 apresenta um exemplo para o qual é obtida a modelagem
matematica.
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Fluxo de Custo Minimo
ceo

Definicao do problema III

b1:5¢
O Ol
6
1 5 3<—C,'j

by =10 »@ @» by =7
7

Figura 6: Grafo com 4 nés e 6 arestas.

min  z = 4x12 4 6x14 + 3x24 + x31 +5x32 + 7x34

X2 +Xx14 —x31 =5
s —X12 +Xx04 —X32 =-8
+x31 +x32 +x34 =10
—X14 —X24 —x34 =—7

xj > 0,Y(i,j) € o
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Fluxo de Custo Minimo
ocoe

Forma padrao e matriz A 1

m O exemplo anterior pode ser colocado na forma padrio de programacdo linear:

T

min z=c x
Forma padrdo de PL:{ s.a Ax=0b (1)
x>0

sendo que a matriz A é conhecida como matriz de incidéncia né-arco. Que tal
estudarmos algumas de suas propriedades? Para o exemplo anterior, tem-se

(1,2) (3,1) (1,4) (2,4) (3,2) (3.4

1 -1 1 0 0 0 1
A=| -1 0 0 1 -1 0 2
0 1 0 0 1 1 3
0 0 -1 -1 0 -1 |4

Note que cada coluna estd relacionada a um arco e cada linha a um né. Seja o

vetor unitario T

e=100 --- 1 ... 00

i-ésimo

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear



Fluxo de Custo Minimo
ocoe

Forma padrao e matriz A 11

Observe que qualquer coluna da matriz A, referente ao arco (/,j), pode ser
representada na forma

+1 —i

Alij) =€ — & =

Propriedade

Para um grafo G(./,.27) conexo, a matriz A tem rank igual a n—1

m Observacdes: E imediato verificar (a partir da estrutura das colunas) que a
matriz A n3o tem rank completo (de linhas) pois a soma de todas as linhas
fornece uma linha de zeros. Ou seja, o rank é menor que n. Para mostrar que o
rank é igual a n—1, tome uma &rvore geradora (sempre existe) do grafo e mostre
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Fluxo de Custo Minimo
ocoe

Forma padrao e matriz A II1

que a matriz At correspondente (uma submatriz de A) é tal que
rank(A7r)=n—1.

m Seja AT uma 3rvore geradora (n nés e n—1 arcos), cuja representacdo matricial
fornece uma matriz de dimens3o n x (n—1). Usando propriedades, sempre é
possivel representar essa matriz na seguinte forma

X ATr

-2 2 ]

sendo A7/ uma subdrvore obtida com a retirada de um né de grau 1 (folha) e seu
arco associado, portanto de dimensdo (n—1) x (n—2) (ver Figura 7).
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Fluxo de Custo Minimo
ocoe

Forma padrao e matriz A IV

Figura 7: Remoc3o de um né folha de uma &rvore geradora.
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Fluxo de Custo Minimo
ocoe

Forma padrao e matriz A V

m Aplicando o mesmo processo em A’ e assim sucessivamente, obtém-se a
seguinte representacdo

+1 0 -+ 0
x *1 -+ 0
AT = : : ) :
X X .- 1
X X .- Fl

Removendo a dltima linha, tem-se uma matriz de dimensdo (n—1) x (n—1)
triangular inferior, com 41 nos elementos da diagonal. Portanto, essa matriz tem
rank=(n—1) e seu determinante (produto dos elementos da diagonal) vale +1.

m Considere o exemplo anterior e a drvore geradora (escolhida arbitrariamente)
apresentada na Figura 8.
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Fluxo de Custo Minimo
ocoe

Forma padrao e matriz A VI

® ©

® ®

Figura 8: Arvore geradora para o grafo da Figura 6.

A matriz de incidéncia AT dessa arvore é

(12) (2.4) (3.2) (12) (2.4) (3.2)
1 0 0 1 1 0 0 1
Ar=| -1 1 -1 2 = Ar= 0 -1 0 4
0 0 1 3 0 0 1 3
0 -1 0 4 -1 1 -1 2
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Fluxo de Custo Minimo
ocoe

Forma padrao e matriz A VII

Descartando-se a dltima linha, chega-se a

(1,2) (2,4) (3,2)

1 0 0 |1
AT=1 -1 0 |4
0 0 1 |3

que é uma matriz de rank n—1=23.
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Simplex para redes
@00000000000000000000000000

Criando uma base I

m Método simplex — necessita de uma base (submatriz de A com rank completo
(n)) para iniciar o algoritmo.

m Artificio: acrescentar um arco artificial a algum né. Este arco é chamado de

arco raiz e o nd associado de né raiz. No exemplo anterior, introduzindo o arco
raiz no né 2, teriamos a drvore geradora enraizada mostrada na Figura 9.

® @
® ®

Figura 9: Arvore geradora enraizada para o grafo da Figura 6.
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Simplex para redes
@00000000000000000000000000

Criando uma base 11

fornecendo a seguinte solu¢do bdsica para o problema original (ndo
necessariamente factivel)

1,2) (2,4) (3.2) ar.

1 0 0 o0 |1
Ar=B=| 0 -1 0 0 |4 ()

0 0 1 0|3

-1 1 -1 1 |2

Note que a matriz continua com estrutura bloco triangular inferior (tem rank
completo). Outro detalhe importante é que a coluna referente ao arco raiz (a.r.)
sempre estard presente em qualquer solu¢do basica (por que serad?).

m Também é facil perceber que uma solugdo bdsica ndo poderia conter um ciclo,
pois nesse caso a coluna correspondente a um dos arcos do ciclo pode ser escrita
como combinagdo dos outros arcos do ciclo (linearmente dependente).

m Em resumo, mostrou-se que uma darvore geradora enraizada corresponde a uma
solugdo basica. Também é possivel mostrar o oposto, ou seja, toda solugdo basica
corresponde a uma arvore geradora enraizada. Assim, temos
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Simplex para redes
@00000000000000000000000000

Criando uma base II1

Teorema

Considere o problema de fluxo de custo minimo em um grafo direcionado conexo
G com um né raiz. Ent3o a matriz B é uma solu¢do bdsica para o problema se e
somente se ela for uma matriz de incidéncia associada a uma arvore geradora
enraizada de G.
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Simplex para redes
080000000000000000000000000

Integralidade

m Seja B uma matriz base para um grafo conexo enraizado (garantidamente est3
associada a uma arvore geradora enraizada). Uma solug¢do bdsica pode ser
computada pela expressdo (considerando n=4)

+1 0 0 07[xP by

B x £1 0 0| [xB]| |k
BE=b=1o a1 o |xB|T |bs
X x x #1 x43 ba

Pela estrutura triangular inferior, o sistema de equagbes pode ser resolvido por
substituices sucessivas. Como os elementos da triangular inferior sé podem
assumir os valores {—1,0,1}, nota-se que todas as varidveis sé podem resultar em
nldmeros inteiros se b; € Z. Assim, caso solugdes inteiras sejam uma restricdo do
problema, a solu¢do pode ser calculada ignorando essa restricao sempre que

b; € Z.
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Simplex para redes
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Unimodularidade

Definicao 14

Seja A uma matriz qualquer e As qualquer uma de suas submatrizes quadradas.
A € totalmente unimodular se o determinante de qualquer As vale 0 ou —1 ou 1.

m Usando indug¢3o, é possivel mostrar que uma matriz de incidéncia né-arco A é
totalmente unimodular. Note que a propriedade se mantém se acrescentarmos
colunas unitdrias e; (oriundas de arcos associados a varidveis de folga, excesso e
artificiais) a A.

m Como consequéncia, qualquer base B também é totalmente unimodular. Além,
B! contém entradas valendo apenas 0 ou —1 ou 1. Finalmente, note que apds a
atualizagdo de qualquer coluna de A por meio da operagao B‘lA(,-_J-), obtém-se
um vetor y; ;) também composto apenas de 0 ou —1 ou 1, pois

o det By

Yidk = 4ot B (regra de Cramer)
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Simplex para redes
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adaptado para redes

m O método simplex tradicional pode ser resumido da seguinte maneira:
Determine uma solugdo baésica inicial factivel, Determine os custos reduzidos para
cada varidvel n3o bdsica; Se a otimalidade foi atingida, pare; caso contrario
selecione uma coluna n3o bdsica para entrar na base; Se uma solucio ilimitada
n3o for detectada, determine a coluna que sai (por bloqueio) e realize o
pivoteamento.

m Na sequéncia sdo discutidas cada uma dessas operacdes para o Simplex
adaptado para redes.
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Simplex para redes
000080000000000000000000000

Determinando o valor das variaveis basicas I

m Considere o grafo da Figura 6 com um arco raiz no né 2 e como solu¢do basica
inicial a drvore geradora enraizada formada pelos arcos x14, X32, X34 € Xar, COMO
mostra a Figura 10.

5 -8

® ©
O ®

10 -7

Figura 10: Arvore geradora enraizada no né 2 para o grafo da Figura 6.
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Simplex para redes
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Determinando o valor das variaveis basicas 11

As varidveis bdasicas

x5 = [X14 X32 X34 Xar] 4

podem ser determinadas de duas maneiras. A primeira seria pela resolucdo do
sistema de equacdes BxB = b, isto é

1 0 0 0 X14 5 X14 =5
0 -1 o0 1 x32| _|—8 x3p =8
0 1 1 0fl|xsa| |10]7 xza=2 ®)
-1 0 -1 0 Xar -7 Xar =0

que pode ser resolvido por substituicdes sucessivas.

m A segunda possibilidade é obter os valores diretamente no grafo aplicando o
balanc¢o de fluxo nos nds, comegcando com os nés folhas e indo em direcdo ao né
raiz. Por exemplo, no né folha 1 tem-se diretamente que x14 = 5. Para o né 4,
tem-se —xy4 — X34 = —7 = x34 = 2, e assim por diante.

m Note que essa solugio basica coincidentemente é factivel. A busca sistemdtica
por uma solugdo bdsica inicial factivel é discutida mais adiante.
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Simplex para redes
000008000000000000000000000

Determinando os custos relativos I

m No Simplex cldssico é necessario avaliar os custos relativos ¢ referentes as
varidveis ndo basicas. Esse computo pode realizado por meio do computo de
(multiplicadores Simplex),

r=cBB 1= aB=cB
sendo cB o vetor de custos associado aos arcos presentes na base, e na sequéncia
computando os custos relativos

m Uma alternativa é determinar o vetor 7 e os custos relativos das varidveis ndo
bdsicas de modo grafico. Para o cdmputo de 7, inicia-se com o célculo do
multiplicador associado ao né raiz e prossegue-se em dire¢do aos nds folhas
usando a relagdo 7; — 7; = cj;. Em posse de 7, os custos relativos referentes aos
arcos nao bdsicos sao calculados por

C,'J':C,'j—ﬂA(,'J):C,'j—(ﬂ,'—m)
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Simplex para redes
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Determinando os custos relativos 11

Se todos os custos relativos forem n3o negativos, entdo a solugio é étima. Caso
contrario uma varidvel ndo basica com custo negativo é escolhida para entrar na
base.

m Considere a solu¢do basica inicial factivel dada pela drvore mostrada na
Figura 3. A Figura 11 mostra o célculo de m graficamente, partindo de 1 =0 (né
raiz).
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Determinando os custos relativos I11

m-—-m=6=>m =4 =0
6 5
@
m3—Mp=5=m3=>5 M3— Mg =71 = Ty =—2

Figura 11: Computo do vetor m graficamente.

m A Figura 12 mostra o calculo grafico dos custos relativos para os arcos nao
bdsicos. Como todos os custos relativos sdo n3o negativos, tem-se a solugdo
Stima z* = 6x14 +5x32 +7x34 = 30+ 40+ 14 = 84.
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Determinando os custos relativos IV

m =4 =0
4—m+m=0
® O,
1-m34+m =0 3—-m+m=1
m3=>5 Ty = —2

Figura 12: Computo dos custos relativos dos arcos ndo basicos.
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Determinando os custos relativos V

m As varidveis m; também podem ser interpretadas como as variaveis duais
associadas a cada restri¢do (balanco do fluxo em cada né) do problema primal
dado em (1). Um fato importante é que o valor de ; também pode ser
interpretado como o custo de transportar uma unidade de fluxo do né i até o né
raiz (respeitando as dire¢des dos arcos). De modo simétrico —x; = &; pode ser
visto como o custo para transportar uma unidade de fluxo do né raiz até o né i.
Desse modo, se

Tj > T+ cjj
entdo é melhor (mais vantajoso) transportar uma unidade de fluxo do né origem
até o né i e trazé-lo até o né j por meio do arco (7,j). Alguma semelhan¢a com o

conceito que serve de base para os algoritmos de caminho minimo (Dijkstra e
Bellman-Ford)?
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Simplex para redes
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Saida da base e teste de bloqueio I

m Caso o custo relativo associado a alguma varidvel n3o bdsica seja negativo,
entdo esta varidvel é uma candidata a entrar na base, pois o aumento de fluxo no
arco associado diminui o valor da fun¢3o objetivo.

m Quando o arco n3o basico candidato entra na base, cria-se um ciclo (por que?)
e um dos arcos bdsicos deve ser removido de modo a restaurar a drvore geradora
enraizada. Essa remocdo é realizada por meio do teste do bloqueio, como ilustra
a Figura 13.
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Simplex para redes
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Saida da base e teste de bloqueio II

@ . :
qu + ’Al @

@ Xts + A
w8 @
@ 4

Xrs —

Figura 13: Fluxo adicional A no ciclo criado pela introduggo do arco (p,q).
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Simplex para redes
000000800000000000000000000

Saida da base e teste de bloqueio I1I

m A partir do arco que entra na base (drvore), no caso (p,q), introduz-se uma
quantidade extra de fluxo A que ird percorrer o ciclo. Nos arcos com mesma
dire¢do de (p,q) soma-se A. Nos arcos com dire¢do contrdria, subtrai-se A
(garantindo o equilibrio e consequentemente a factibilidade).

m A primeira varidvel bésica (caso exista) a anular seu fluxo deverd sair da base.
Este teste é feito de forma similar ao teste de bloqueio do Simplex tradicional.
Por exemplo, na Figura 13 considere os seguintes valores para as varidveis basicas
do ciclo: xtq =4, xts =3, X;s =2 € x;p = 5. Assim tem-se

4-A>0=>A=4

3+A>0=>A=w

2-A>0=>A=2

54A>0=>A=w

Portanto x,s define o bloqueio (A =2) e sai da base. Note que apenas os arcos
com direcdo contréria ao arco que entra é que podem criar um bloqueio (se n3o
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Saida da base e teste de bloqueio IV

houver nenhum = solu¢3o ilimitada), assim o valor de A pode ser determinado
por
A =min(x;) : (i,j) é um arco reverso do ciclo

m Determinado o arco que sai da base, atualiza-se o fluxo dos arcos bésicos e
repete-se o procedimento até a otimalidade (ou solu¢3o ilimitada) ser detectada.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Algoritmo Simplex para redes I

Algorithm 1 Algoritmo Simplex para redes

Determinar uma solugdo basica inicial (drvore geradora enraizada) factivel.
Determinar os multiplicadores 7 e os custos relativos n3o basicos.
enquanto houver arcos candidatos a entrar na base faca
Selecionar um arco para entrar na base.
se bloqueio é factivel entao
Determinar o arco que sai da base.
Atualizar os multiplicadores e custos relativos.
else
Pare, solugdo ilimitada.
fim se
11: fim enquanto

CcoNoogsEWNE

,_.
e

m A atualizac3o realizada na linha 7 pode ser otimizada, notando que parte da
arvore ndo serd alterada por conta da remog¢ao e inser¢cdo dos arcos.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Algoritmo Simplex para redes 11

m Exemplo: Resolva o problema de fluxo de custo minimo para o grafo
apresentado na Figura 14.

b1:2¢
O @
3 4

b3 =2 —»@ @—» by = -3
3

Figura 14: Grafo com 4 nds e 5 arestas.
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Algoritmo Simplex para redes 111

m Considere a drvore geradora enraizada dada na Figura 15, na qual os fluxos nos
arcos basicos ji estdo determinados, isto é, xB = [x12 x13 X34 xa,]T =[113 O]T.
O valor da fun¢3o objetivo para essa base é z = 13.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Algoritmo Simplex para redes IV

Xar =0

—X12=—1:>X12=1

x13+x12=2=>x13=1

—x34 =—3=x33 =3

Figura 15: Arvore geradora enraizada e os fluxos associados (factivel).
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Algoritmo Simplex para redes V

m A Figura 16 mostra o computo dos multiplicadores e dos dos
arcos n3o basicos x4 e x32. O arco x14 tem um custo relativo negativo e
portanto é um candidato a entrar na base.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Algoritmo Simplex para redes VI

m =0 m—Tr=1=mn=-1
1
4
m—n3=3=mn3=-3 m3—Ty =3=7m=—6
Figura 16: Computo dos multiplicadores e nao basicos.
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Algoritmo Simplex para redes VII

m A Figura 17 mostra o teste de bloqueio a partir do ciclo gerado pela introdugio
do arco x14 na arvore geradora. O arco x13 gera o bloqueio e sai da base. Os
novos fluxos bésicos sio xB = [x12 X204 X34 xa,]T =[212 O]T. O valor da funcio
objetivo para essa base é z =12.

1+A

3-A

Figura 17: Teste de bloqueio.
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Algoritmo Simplex para redes VIII

m Iteragdo 2: A Figura 18 mostra o computo dos multiplicadores e dos custos
relativos dos arcos n3o bdsicos x13 e x32. O arco x3p» tem um custo relativo
negativo e portanto é um candidato a entrar na base.
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Algoritmo Simplex para redes IX

T =0 m—T=1=>m=-1

®

4

M3 — M4 =3= M3 =—2 Tp— Ty =4 = 74 =—5

Figura 18: Computo dos multiplicadores e nao basicos.
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Algoritmo Simplex para redes X

m A Figura 19 mostra o teste de bloqueio a partir do ciclo gerado pela introducio
do arco x3» na drvore geradora. O arco x34 gera o bloqueio e sai da base. Os
novos fluxos bésicos sio xB = [x12 x04 x32 xa,]T =232 O]T. O valor da funcio
objetivo para essa base é z =10.

1+A
A=2

Y
N

2-A

Figura 19: Teste de bloqueio.
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Algoritmo Simplex para redes XI

m lteragcdo 3: A Figura 20 mostra o cOmputo dos multiplicadores e dos custos
relativos dos arcos n3o basicos x13 e x33. Como todos os custos relativos sdo n3o
negativos, tem-se a solugdo étima (z* = 10). Como uma das varidveis tem custo
relativo nulo, pode-se considerar que existem outras solucdes de mesmo custo.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Algoritmo Simplex para redes XII

m =0 m—Tr=1=>m=-1
4
71'377'[2:72:>7[3:73 7T277T4:4:>7T4:75
Figura 20: Computo dos multiplicadores e nao basicos.
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m Resolva o problema de fluxo de custo minimo para o grafo apresentado na

Figura 21.
=)
2 4
—( 1 6 4 ®—> by = -5
b1 =4
3

Oi
—

7

Figura 21: Grafo com 4 nds e 7 arestas.
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Determinando uma solucao basica inicial factivel I

m Caso uma solugdo basica inicial factivel ndo esteja disponivel, o algoritmo
Simplex ndo poderd ser iniciado. Nesse caso é necessario um procedimento
sistematico para obter uma solugdo inicial factivel.

m Seja o problema de fluxo de custo minimo na forma padrdo dada em (1) com
A= Ap. Uma solugio base inicial factivel pode ser produzida seguindo os passos

@ Adicione n colunas artificiais em Ag sendo n o nimero de nds do grafo,
gerando a matriz [Ap D]. A i-ésima coluna serd o vetor +e;, dependendo do
sinal do b; correspondente (mesmo sinal).

@ Adicione uma nova linha em [Ag D], formada pela soma das linhas e com a
inversdo do sinal.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Determinando uma solucao basica inicial factivel 11

Seguindo esse procedimento, tem-se a nova restricdo linear aumentada

+1
+1
Ao .. X b

+1
—]1A0|$1 Fl - F1 Xa 1b

sendol=[11---1].

m Note que a matriz aumentada preserva a estrutura de rede, pois todas as
colunas possuem apenas elementos iguais a 0, -1 ou 1, e além disso cada coluna
tem apenas um 1 e um -1 e o resto de zeros.

m Com relag3o a linha adicional, ela pode ser vista como um né adicional no
grafo. Note que existem n novos arcos, cada um comegando no né adicional e
terminando nos nés existentes (o grafo continua conexo). Finalmente, adicionado
a raiz nesse né adicional, tem-se que a nova matriz é de rank completo. Assim, a

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Determinando uma solucao basica inicial factivel 111

arvore geradora inicial pode ser construida com os n arcos artificiais mais o arco
raiz.

m Considere o grafo mostrado na Figura 21. Aplicando o procedimento
apresentado, obtém-se o grafo mostrado na Figura 22. O método da fase | ou do

big-M podem ser aplicados para encontrar uma solugdo bdasica inicial composta
apenas de arcos originais.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Determinando uma solucao basica inicial factivel IV

Figura 22: Grafo com nd e arcos artificiais (em azul).
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Método da Fase I

m Para aplicar o método da fase |, os custos associados aos arcos artificiais
assumem valores unitdrios e os custos dos arcos originais sao zerados. Na
sequéncia aplica-se o método Simplex para redes até que todos os arcos artificiais
saiam da base. Para o exemplo anterior, o grafo preparado para a fase | é
mostrado na Figura 23.

[redile- - ato _prenarado narg g fase
R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Método da Fase I

m Na forma matricial, tem-se

X12 X13 X23 X4 X32 X34 Xal | X1 X2 X3 Xa | X5 b
1 1 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 4

-1 0 1 1 -1 0 0 0 1 0 0 0 2
0 -1 -1 0 1 1 0 0 0 -1 0 0 -1
0 0 0 -1 0 -1 1 0 0 0 -1|0 -5

0 0 0 0 0 0 0o |-1 -1 1 1 1 0

e a drvore geradora enraizada no né artificial (j& com os fluxos factiveis) é
mostrada na Figura 24.

x5 =4 5 x5 =0

X5 =2
@ %54 7
x53 =1

@ ®
®

Figura 24: Arvore geradora inicial factivel.
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Método da Fase I

m A partir da drvore geradora inicial, aplica-se o Simplex especializado para redes
até que:

@ Todos os arcos artificiais a menos de um, saiam da &rvore. O arco artificial
que ficou na arvore deve ter fluxo nulo. Na sequéncia despreza-se todos os
arcos artificiais e continua-se a otimiza¢do no grafo original (fase Il). Caso
mais de um arco artificial esteja na arvore geradora (com fluxo nulo) no
final da fase |, uma estratégia é continuar a otimizagdo conservando esses
arcos artificiais com custo nulo, mas garantindo que seus fluxos jamais
sejam positivos (perderia-se a factibilidade).

@ Se no final algum arco artificial tiver fluxo ndo nulo, ent3o o problema é
infactivel.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Método do big-M

m A aplicagdo do método do big-M é similar ao método da fase |, apenas
atribuindo um custo muito alto, M, aos arcos artificiais e conservando-se os
custos originais nos outros arcos, como mostra a Figura 25. A arvore geradora
inicial é a mesma da Figura 24.

M
oS
7

Figura 25: Grafo preparado para o big-M.
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Varidveis canalizadas

m Até este ponto foi tratado o caso de arcos ndo capacitados e com limite inferior
nulo. Contudo, podemos adaptar o algoritmo sem grandes dificuldades para
tratar o caso mais geral

min z=c'x
PL canalizado:{ s.a Ax=0b (4)
<x<L

A Figura 26 mostra um grafo com arestas canalizadas e a notag3o (¢, L, ¢) indica
o limite inferior, superior e custo, respectivamente, para cada arco.

b1:2¢
O R O
(1.53) 0.3,-2) (2,6,4)

R OF O
(1,5,3)

Figura 26: Grafo com 4 nés e 5 arestas canalizadas.
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Otimalidade

m A condi¢do de detecgcdo de otimalidade a ser atendida no caso canalizado é

(A:,'J'ZO sex;J-:€;j

N Vx;; ndo basico
C,'j S 0 se X,'j = L,'j u

Otimalidade:{

O grafo da Figura 27 mostra um conjunto de arcos n3o basicos atendendo o

critério de otimalidade.

&3>0
@ o o @
(0.5,1) (0,4,1)
4 <0 ¢33 <0

x4 =5 @ x43 =4

Figura 27: Grafo os arcos ndo basicos atendendo a otimalidade.
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Calculo do fluxo de bloqueio

m Duas situagles precisam ser analisadas: se o arco que entra estd com fluxo no
limite inferior (a) ou no limite superior (b). A situagdo (a) é ilustrada na
Figura 28.

X,J_E,J:>+A Lij

@Q@”

(m) \/ i

Xu Ly

Figura 28: Arco ndo basico x;; entrando com fluxo no minimo.
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Calculo do fluxo de bloqueio

m A situagdo (b) é ilustrada na Figura 29

+A +A
—
AN ey T
Lij Xjj Li

Figura 29: Arco ndo basico x;; entrando com fluxo no maximo.

m Em ambos os casos, o valor de A pode ser computado da seguinte forma

Lij—2¢; para xjj ndo basico
i=19 Lij—x; parax; bdsicono mesmo sentido
xjj —{jj  para x; basico no sentido contrdrio

A=min(4;), A

R. C. L. F. Oliveira
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Solucao basica inicial factivel

m Para o problema com varidveis canalizadas, caso os limites inferiores de todos os
arcos sejam nulos, entdo aplica-se 0 mesmo procedimento do caso n3o
canalizado. Caso contrdrio pode-se utilizar o seguinte procedimento

@ Para cada né k do grafo, calcular

fr = b+ Z Ly — Z Uy
(i.kyess (k)edt

@ Para cada né k do grafo
@ Se fi >0 criar um arco artificial de k para (n+ 1) com custo M
grande e fluxo fx.

@ Se fx <0 criar um arco artificial de (n+1) para k com custo M
grande e fluxo —fy.

@ Se fi =0 criar um arco artificial entre (n+1) e k (diregdo
arbitrdria) com custo M grande e fluxo f.

@ Fazer, para todos os arcos do grafo original x;; = £;;.
@ Otimizar.

R. C. L. F. Oliveira
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Exemplo

m Considere o grafo apresentado na Figura 30, no qual existem arcos com limite
inferior maior que zero (arcos (1,2) e (2,3)).

b1 =5 b,=0 b3 =-5
@ (1,5,1) (2,5,2) @
(0,5,3) ©53) (0,5,3)
b4 =0

Figura 30: Problema canalizado em que existem arcos com £;; > 0.

Calculando os coeficientes f;, tem-se

f=5-1-0 =4  f=-542-0 =-3
fp=04+140-2 =-1 £=040-0 =0

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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m A Figura 31 mostra os arcos artificias bem como seus fluxos iniciais.

(0,10, M)

Figura 31: Problema canalizado com arcos artificiais.
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m A Figura 32 mostra o calculo dos potenciais e dos custos relativos ndo basicos.
O menor custo relativo (em mddulo) é €2 =1—2M e portanto (1,2) entra na
base.

V(%) =-M
it D@ D) e
Cp=1-2M &3 =2

&4 =3-2M 234 =2M+3

©

77,'4:/\/1

¢4 =3

Figura 32: Cdmputo dos potenciais e custos relativos ndo basicos.
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Exemplo

ONeO

Figura 33: Teste de bloqueio.

Ap=Lp—li1p=5-1=4
A =min(A12,A15,As3), A5 =x15—Fl15=4—-0=4 = A=1
Asp=x50—lsp=1-0=1

Fluxos atualizados: x12 =2, x15 = 3 e x52—0 (sai da base).

I1A881 - Otimizagdo Linear
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m A Figura 34 apresenta os novos potenciais e os custos relativos ndo basicos
atualizados. Repete-se o procedimento até todos os arcos artificiais terem saido
da base com excegdo de um, que deverd ter fluxo nulo (se n3o tiver o problema
original é infactivel).

71.'5:0
tip=1
T =M-—1
m=M @ 3 =-M
&3 =3—2M
Cap =2 Ban =
ta=3 834 =2M+3
7'54:/\/’

Figura 34: Computo dos potenciais e custos relativos ndo basicos.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear



Simplex para redes

0000000000000 00000000000e00
Problema do caminho minimo

m O problema do caminho minimo investigado em aulas anteriores pode ser
modelado como um caso particular do problema de fluxo de custo minimo

@ Apenas um né de fornecimento (né origem) com bs =n—1
@ Todos os demais nés sdo de demanda unitaria (b; = —1).
@ Os arcos sdo ndo capacitados (L;; = )

Matematicamente tem-se

min z= Z CijXij
(iy)es
n—1 seié aorigem
sa Y - Y = { ge
(if)yes (ks 1 caso contrario

xjj > 0V(ij)e o
Terminada a execucdo do Simplex para redes, tem-se a drvore de caminhos

minimos do né origem para todos os outros nés. Os custos dos caminhos sio
dados por —m; (potenciais com sinal trocado).

R. C. L. F. Oliveira
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Problema do fluxo maximo I

m Seja um grafo G(4",%7) com arcos cujas capacidades de fluxo s3o limitadas
superiormente L;; < co, e dois nés especiais s e d (origem e destino
respectivamente). O problema do fluxo maximo consiste em determinar a
maxima quantidade de fluxo que pode partir de s e chegar em d respeitando as
capacidades dos arcos.

Matematicamente temos

max  Xgq
Xsd se i é a origem (s)

s.a Z Xjj — Z xi =< 0 se i é né de passagem
(ij)es (k,i)ess —Xsqg se i é o destino (d)

0 SX,'J' < Lij V(I,_j) c o

sendo xsgq o fluxo entre a origem e o destino, que neste modelo pode ser
interpretado como um arco ligando s e d com capacidade ilimitada.

m Exemplos de aplicagbes: Maximizar:

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Problema do fluxo méaximo II

@ o fluxo de uma rede de distribuicdo de produtos de uma empresa a partir de
suas fabricas até seus consumidores.

@ o fluxo de um determinado fluido (4dgua, dleo, etc) por meio de uma rede de
tubos;

@ o fluxo de veiculos por meio de uma rede de transporte.

m Exemplo: Considere o grafo mostrado na Figura 35, em que os valores
mostrados s3o os limitantes superiores dos fluxos nos arcos.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Problema do fluxo méximo III

13 @ — @ 4

Figura 35: Grafo com os limitantes superiores dos fluxos nos arcos.
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Problema do fluxo méaximo IV

12
@
11

x32=1

12

11

Figura 36: Solucdo do problema de fluxo maximo para o grafo da
Figura 35. Nesse caso, Xs2 4+ Xs3 = X54 + Xaq = 23.
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Problema do fluxo méximo V

m O algoritmo Simplex especializado para o problema de fluxo de custo minimo
pode ser utilizado para resolver o problema de fluxo maximo, transformando a
formulagdo apresentada num problema de minimiza¢do (fun¢do objetivo igual a
—Xsd)-

m Alternativa: Algoritmo de Ford-Fulkerson (usa os conceitos de corte-minimo e
rede residual).

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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