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Teoria de Grafos

1 Conceitos, Definicoes, Notacoes

Def. 1: Sejam N = conjunto de vértices e A = conjunto de
arestas ligando os vértices v € N. Define-se grafos como sendo

G(N, A).
Obs.: vértice = no; aresta = ramo (nao-orientado) ou arco (ori-
entado)
1
O
/ N N ={1,2,3,4,5}
5 c
3
A ={abcdef,g}
d € f
4 9 5

Figure 1: Exemplo de um grafo nao orientado



Def. 2: Grafo orientado ou direcionado - quando as arestas
tem orientacao.

1
O
/ X N ={1,2,3,4,5}
o C
3
A ={ab,cdef,g}
d € f
4 9 5

Figure 2: Exemplo de um grafo orientado

Def. 3: Grau de um vértice é o nimero de arestas que incidem
nele (no caso orientado, arcos que entram mais que saem).

Def. 4: Cadeia é uma sequencia consecutiva de arestas em que
todos os nos visitados sao distintos. Exemplo: nas figuras 1 ou 2 -

<a7 b? f? g)

Def. 5: Caminho é um caso particular de cadeia onde os arcos
téem os mesmos sentidos. Exemplo na figura 2 - (d, a, b, f).

Def. 6: Um grafo ¢ dito ser conexo se sempre existe uma cadeia
entre qualquer par de vértices.

Def. 7: Ciclo ou lago é uma cadeia fechada (termina no né que



iniciou). Exemplo na figuar 1 - (a, b, f, g, d).

Def. 8: Circuito é um caminho fechado. Exemplo na figura 2

- (a, b, ¢).

Def. 9: Comprimento de um caminho ¢ a soma dos pesos das
arestas do caminho.

Def. 10: Dois vértices v; e v; sao vizinhos ou adjacentes se
existe uma aresta que liga v; a v;.

Def. 11: v; ¢ dito ser sucessor de v; se existe um arco ligando
v; a v; e neste caso, v; ¢ dito ser antecessor de v;.

Notagao: T'"(v) = conjunto de todos os sucessores de v e
['"(v) = conjunto de todos os antecessores de v. Exemplo na

figura 2 - ['7(3) = {2,5}; I (3) = {1, 4}

Def. 12: Fecho transitivo direto do vértice v é o conjunto de
vértices que podem ser alcancados por sucessivas relacoes de viz-
inhanga a partir de v (notagao: I'™"(v), onde n indica o nivel do
fecho) e fecho transitivo indireto é o conjunto de vértices que podem
ser alcangados por relagdes de vizinhangas antecessoras (notagao:
I'~"(v)). Exemplos: na figura 2- I'*1(1) = I'(1) = {3}, I'"2(1) =
{2,3,5}, T (1) =T-(1) = {2}, T2(1) = {2, 3,4}

Def. 13: G4(N;, Ag) é um sub-grafo de G(N, A) se Ny C N



e A; C Atal quese (i,5) € Ay = 1,j € N,

1
@)
/ \ N ={1,2,3,4}
2 C S
3
A ={ab,c,d,e}
d e S
4

Figure 3: Exemplo de um sub-grafo (do grafo da figura 2)

Def. 14: Arvore geradora é um sub-grafo conexo de G(N, A)
contendo todos os n6s N mas sem nenhum ciclo (portanto, tem
n — 1 arestas, onde n = cardinalidade de { N}).

Def. 15: Aresta ou ramo de ligagao (arco de ligacao) sao as
arestas (arcos) que nao pertencem a arvore (tem (m — (n — 1))
arestas, onde m = cardinalidade de {A}).

Def. 16: Corte de um grafo é um conjunto de arestas (ou arcos)
tal que a sua remocao deixa 2 sub-grafos conexos, nao conexos en-
tre si e a remogao de todos menos uma ainda deixa o grafo conexo.

Def. 17: Corte fundamental é o corte definido por uma tnica
aresta da drvore e arestas de ligagao (tem (n — 1) cortes funda-
mentais, uma para cada aresta da arvore).



Def. 18: Ciclo ou laco fundamental é um ciclo ou lago con-
stituido de uma tnica aresta ou arco de ligagao e arestas ou ar-
cos da arvore (tem (m — (n — 1)) ciclos fundamentais). Exemp-
los: na figura 4 - ¢l = {a,c,d}, 2 = {a,e, b}, 3 = {b,c, f},
11 =A{a,d,e}, 12=1{bye, f}, 13={c, f,d}.

Obs.: Em grafos orientados, o sentido do laco fundamental deve
coincidir com o do arco de ligacao.

arvore

ci - cortes fundamentais

lj - lacos fundamentais

Figure 4: Exemplo de arvore, cortes fundamentais e ciclos fundamentais

Def. 19: Matriz de adjacéncia Ay = {a;;} € R™" ¢ tal que:

oo 1 se daresta (i, )
Y0 sece

Exemplo: Na figura 5, a matriz de adjacéncia é dada por (con-
siderando que nao tem arcos (i,1)):



arvore

Figure 5: Grafo exemplo

Ag =

—_ = O

C)}_\;_L}_\
L 1

1
1
0
1

r 1
l—‘HHO

Def. 20: Matriz de incidéncia é uma matriz A = {a;;} €
R®=1xm hde 6 o niimero de vértices, m é nimero de arcos,
sendo cada linha um né e cada coluna um arco, tal que:

—1 se arco (i, j) incide no no
a;; =1 +1 se arco (i,7) sai dono i
0 cc.

Obs.: A matriz é (n — 1)xm pois a n-ésima linha ¢ linearmente
dependente das anteriores.

Exemplo: Na figura 5, a matriz de incidencia é dada por:



I 0 0 1 01
A= 0 1 0 —-110
-1 =11 0 00

Def. 21: Matriz das malhas é uma matriz M = {m,;} €
R(m-(m-1)xm onde (m — (n — 1)) sdo as malhas independentes,
m ¢é numero de arcos, sendo cada linha uma malha e cada coluna
um arco, tal que:

+1 se arco (i, j) tem sentido coincidente da malha
mi; =4 —1 searco (i,7) tem sentido inverso da malha
0 c.c.

Exemplo: Na figura 5, a matriz das malhas ¢ dada por:

-1 1 0 100
M=} 0 -1 -101020
-1 0 -1 001

Def. 22: Matriz de cortes fundamentais é uma matriz () =
{g;;} € R®=V*m onde cada linha é um arco da érvore, cada
coluna é um arco do grafo, tal que:

+1 se arco (i, j) tem sentido igual do arco da arvore
qij =4 —1 searco (i,]) tem sentido inverso do arco da arvore
0 cc.

Exemplo: Na figura 5, a matriz de cortes fundamentais ¢ dada
por:



1
—1
0

Q =

o O =
O = O
_ O O
_ = O
—_ O =

Def. 23: Matriz de lacos fundamentais ¢ uma matriz B =
{bi;} € Rm-(=1))xm 4 de cada linha é um arco de ligacio, cada
coluna é um arco do grafo, tal que:

+1 se arco (i,j) tem sentido igual do arco de ligacao
gij =3 —1 searco (7, 7) tem sentido inverso do arco de ligacao
0 c.c.

Exemplo: Na figura 5, a matriz de lagcos fundamentais ¢ dada
por:



2 Caminhos minimos

Problema: dado G(IN, A), encontrar o caminho mais curto (de
menor comprimento) entre vértices o € N ed € N.

Formulacao matematica:

Min z = Z(i,j)eA CijTij
+1 se 1=o0
S.a Z(i,j)eA Tij — Z(k:,i)EA Lli = —1 se 1=d
0 se cc.

Ti; € {O, 1} V(Z,j) e A

Principais algoritmos:

e Dijkstra

e Ford-Moore-Bellman



2.1 Algoritmo de Dijkstra

F lista dos nos fechados

B lista dos nos abertos

t contador de iteragoes

r vértice a ser fechado na iteracao t

V lista dos nos vizinhos candidatos a entrar para F
di; distancia entre os vértices v; e v; na iteragao ¢

(00 se nao existe)
[ (r) conjunto de sucessores do vértice r
rot(i) vértice que deu origem ao tltimo dj;

Algoritmo:

e Ler dados do grafo (m, n, N, A)
o) =0, d). =ocoVie{N—{1}}
o V={1}, B={N} F=0

o rot(i) =0 Vi € N

e Parat =1 até N faca:

o 1 v | mingep{dy}

e F FuU{r}
e B B-—{r}
e V. V-{r}
e V VNIt (r



e Para: € V faca:
o p min{dy,(d," +dn)}
. Sep<dit:
t

¢ dy; p
° rot(i) r
° Fim se
e [im
e Fim

1

4
Figure 6: Grafo Exemplo para Algoritmo de Dijkstra

Na figura 6:

L.d}, =0, d)y =djy=dj, = o0
2.V =A{1}, B={1,2,3,4}, F =0
3. rot(1) = rot(2) = rot(3) = rot(4) =0



17.

18

19.
20.
21.
22.

t=1:

r=1

F={1}

B =1{2,3,4}

V =1{2,3,4}

d%Q = 2; d%?) = 4; dh =9

rot(2) =1; rot(3) = 1; rot(4) =1
=2

r=2

F={1,2}

B ={3,4}

V ={3,4}

diz =4; di; =4

rot(3) =1; rot(4) =2
Lt =3

r=4

F={1,2,4}

B = {3}



24, rot(3) =1

25. t =

20. r=3

27.  F=1{1,2,4,3}
28. B=1{

2. V=0

30. Fim

2.2 Algoritmo de Ford-Moore-Bellman

[(i,7) comprimento do arco (i, )

k contador de iteragoes

lf menor comprimento da origem s ao no j usando
no maximo k arcos

rot(i) vértice que deu origem ao tltimo I¥

Algoritmo:

1. Ler dados do grafo (m, n, N, A, [;;)
0_ ¢ 70 _ :

2.1)=0,1 =00 Vi e {N — {s}}

3. k=1

4.rot(t) =0Vie N



5. Enquanto lf‘l + lf, V7 € N faca:

6. I min {15, minglF + 106, )]} i # Gsi j=1,...n
7. Atualizar rot(j)

8. k k+1

9. Fim Enquanto

Considerando o grafo da figura 6:

LE0=001=0=1}=00
2. rot(1) =rot(2) = rot(3) = rot(4) =0
3. k=1

4. =2 rot(2)=1
5. =4, rot(3)=1
I} =5, rot(4) =1

6
7 k=2
8. 15=2,rot(2)=1
9. I5=4, rot(3)=1

10. 12 =main{5,min{ll +2=4,1} +1=5}} =4, rot(4) =2

11. k= 3:

12. B=2=10 rot(2)=1



13.  I3=4=13 rot(3)
14. I3 =4=13 rot(4)

1
2

15. Fim

3 Problemas de arvore geradora minima

Problema: Determinar arvore geradora (portanto, que contém to-
dos 0s nds do grafo), minimizando: a) aresta maxima da arvore;
b) soma das arestas da arvore.

Formulacao matematica;

e 7' = conjunto de todas as arvores do grafo.
e t;. = k-ésima arvore, tp C T

oty ={v;},j=1..,n—-1

e c,, = custo associado ao arco v;

e P, = peso associado ao arco v;

e, FER

Minger z(tk)
s.a 2(ty) = o x mazy, e, { P, } + 5 * Syt oy,

Principais algoritmos:



e Prim
e Kruskal

e Boruvka

3.1 Algoritmo de Prim

S C A conjunto dos arcos da arvore fechados
T C N conjunto dos nos da arvore fechados
V C N conjunto dos nés nao visitados

d;j custo associado a aresta (i, j)

Algoritmo:

1. Ler dados do grafo (m, n, N, A, d;;)
2. Escolher um vérticet € N, S ()

3.7  {i}, V. N —{i}

4. Enquanto T'# N, Vj € T faca:

5 Encontrar menor aresta (j, k) € A, talque j € T, k €V
6. T TuU{k}

7.V V—-{k}

8. S SuU(jk)

9

. Fim Enquanto



Figure 7: Grafo Exemplo para Algoritmos de Arvore Geradora Minima

Na figura 7:
1. Ler G(N, A), d;j, V(i,j) € A
0.7 ={1},V =1{2,3,4,5,6}, S = 0
3. 1teracao 1:
4. Escolher min{dys, d13} = (1,2)
5. T ={1,2}
6. V ={34,56)
7. S={(1,2)}
8. 1teracao 2:
9. Escolher min{ds, das, dog, dos} = (2,3)
0. T={1,23)
1.  V={4,56}
12.  S={(1,2),(2,3)}



13. iteracao 3:

14.  Escolher min{dsy, dos, dss} = (2,4)
5. T =1{1,2,3,4}

6. V=156

7. S={(1,2),(2,3),(2,4)}

18. iteracao 4:

19.  Escolher min{dss, dss, dys, dyg} = (4,5)
20. T ={1,2,3,4,5}

21 V= {6}

22.  S=1{(1,2),(2,3),(2,4),(4,5)}

23. 1teracao 5:

24.  Escolher min{dyg, ds¢} = (5,6)

25. T ={1,2,3,4,5,6}

26. V=0

27, S =1{(1,2),(2,3),(2,4), (4,5),(5,6)}
28. Fim



3.2 Algoritmo de Kruskal

S C A conjunto dos arcos da arvore fechados

d;j custo associado a aresta (1, j)
T arvore geradora
Algoritmo:

1. Ler dados do grafo (m, n, N, A, d;;)

2. Ordenar as arestas de G(N, A) em ordem nao decrescente de
d;; num vetor h = {h;},i=1,2,....m

3.8 {m},i=2
4. Enquanto T # N, escolher h; e faca:

5. Se S U h; nao formar ciclo:
6 S SUN
7. v i+ 1
8 Caso contrario:
9 1 i+ 1
10.  Fim se

11. Fim Enquanto

Na figura 7:



10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

. Ler GG

@QON.@.U'%PJ

(N, A), dij, Y(i,j) € A
=1(4,5),(1,2),(2,3),(2,4),(3,5), (5,6), (1,3),
(2,9), (4, )}
={4,5)}, 1=
iteracao 1:
(1,2) nao forma ciclo:
S = {(4,5),(1,2)}
1=23
iteracao 2:
(2,3) nao forma ciclo:
S = {(4,5),(1,2), (2,3)}
1 =14
iteracao 3:
(2,4) nao forma ciclo:
S = {(4,5),(1,2), (2,3), (2,4)}
1=09
iteracao 4:
(3,5) forma ciclo:

1 =0



19. iteracao 5:

20.  (5,6) nao forma ciclo:

21. S ={(4,5),(1,2),(2,3),(2,4), (5,6)}
22.T =N = Fim

3.3 Algoritmo de Boruvka

T; j-ésima sub-arvore do grafo G(N, A)
F, ={T;} floresta na iteragao ¢
dij custo associado a aresta (1, j)

Algoritmo:

| —

. Ler dados do grafo (m, n, N, A, d;;)
Fo=A{T;},T; =4{j},7 =1,2,...,n (todos os nés isolados)
1 =1

. Enquanto T} nao for arvore geradora, faca para cada T; € F;:

G W N

Determinar a menor aresta (z,y,) em T; com x, € T; e

Yo € Ty, k F#1
6 T, T;UT
7. Fin BT
8 1 1+ 1
9

. Fim Enquanto



Na figura 7:

—

T e e T e S e S e S S G S
T AT o

S 2 AT e o B

Ler G(N, A), dij; \V/(Z,]) e A

FO - {T17T27T37T47T57T6}7 E - {Z}a 1= 1727 ceey

1 =1
iteracao 1:
(1,2) é min{dis, d13}
Foyn={T1, 15T, T5,Ts}, Ty = {1,2}
1 =2
iteracao 2:
(2,3) ¢ min{ds1, dsa, d35}
Fi =A{15, 13,15, Ts }, T3 ={1,2,3}
1=3

. 1teracao 3:

(4, 5) é min{d42, d45, d46}
Z-l—l {T37 T47 T6} T4 {47 5}
1=4

. iteracao 4:

(5, 6) é min{d64, d65}

6



18, Fiq =A{T5,Ts}, Ts = {4,5,6}
19. =5

20. iteracao 5:

21. (3,5)é min{day, dos, d3s5}

22.  F={T3}, Ty =1{1,2,3,4,5,6}
23. T35 = N = Fim

4 Outros problemas

4.1 Problemas de emparelhamento

Sao problemas em que se procura unir (ligar, casar) elementos de
um conjunto S; com de um outro conjunto .Sy, otimizando algum
critério.

Podemos destacar:

e Emparelhamento estavel: quando nao existe um par de agentes
unidos onde ambos preferem outros parceiros e/ou que nao ex-
istam situacoes em que ocorram violacoes de restrigoes.

Exemplo:



Pessoa Lista de preferéncia
1 2-3-4-5-6

3-4-5-6-1

4-5-6-1-2

5-6-1-2-3

6-1-2-3-4

1-2-3-4-5

S O = W DO

Emparelhamento estavel: (1-2), (3-4), (5-6)

Emparelhamento instavel: (1-4), (2-5), (3-6)

e Casamento (monogamico):

Emparelhar H homens e M mulheres, procurando maximizar
as satisfagoes (preferéncias).

Formulacao matematica:

S1(Ny, Ay) - grafo com nl nods
So(Nay, Ay) - grafo com n2 nods
N1 M N2 — (Z)



Min z = 2?211 Z?il CijTi;

sa Y xy=1,1=12..,nles
sz =1,7=1,2,..,n2 €5,
Ti; € {O, 1}, V(Z,j) e AiU A,

e Alocacao interna (casamento poligamico):

Alocar n agentes com outros m elementos, cada um a 1 ou
mais do outro conjunto.

Exemplo: n médicos a m hospitais, alocacao didatica

4.2 Arvore de Steiner

Dados G(N,A) e X C N, encontrar B C A tal que ligue todos
os nos x; € X em grafo conexo, minimizando ¥jep ¢, onde ¢; ¢ o
comprimento da aresta j € B.

Obs.: 1) Se | X |=2 — caminho minimo
2)Se | X |= N — arv. ger. minima

Aplicacoes:

e Projeto de circuitos eletronicos

e Redes de comunicacoes



e Distribuicao de gas e dleo
e Projeto de instalacoes elétricas

e cfc.

Formulacao com custo fixo e multiproduto:

bij custo fixo de instalacao do arco (i, j)
yL; fluxo do produto k no arco (i,7) em %
ij custo variavel associado a transmissao do produto

k no arco (i, j) por unidade de yf;

k € K k-ésimo par origem-destino (o, d¥)
Min z = Y jyealbijTij + Sker cijfj}
sa T > yfy + yﬁ-, V(i,j) € A,Vk € K
E(ok,j)eA yfk’j =1, Vke K
Siavea¥ig =1, Vk € K
S(pg)ed Yy — Sipeat, =0, Vk € K,

Vp € {N — {o"} — {d"}}

zi; € {0,1}, 45 € [0,1], V(i,j) € A, Vk € K

Solucao via programacao inteira mista ou via fluxo em redes.
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