Problema do Caminho Minimo Fuzzy

Este ¢ um dos problemas mais antigo e mais importante da teoria de gra-
fos/fluxos em redes pois existe uma grande variedade de aplicagoes (tele-
comunicagdes, transporte, etc.), possui algoritmos eficientes (por exemplo,
Djikstra, Floyd, Ford) e pode ser usado como base para estudos mais com-

plexos.

Seja um grafo G : (N, A) com m nés e n arcos com custo ¢;; associado

a0S arcos.
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Figura 1: Exemplo de um problema de caminho minimo

O comprimento de um caminho P do grafo é dado por: Ip = Y ¢;.
(i.j)eP



Definicao do caso cldssico

O problema do caminho minimo pode consistir em:

e encontrar o caminho de menor comprimento no grafo entre o né 1 e o
noé m
e Encontrar um caminho minimo entre um né e todos os outros nés.

e Encontrar um caminho minimo entre todos os nos.

As seguintes suposicoes sao feitas
1. O grafo G possui um caminho de um né a todos os outros nos.
2. O grafo nao possui ciclos negativos.

3. O grafo é direcionado.



Problema de caminho minimo fuzzy: dois casos

Um problema pode ter diferente niveis de fuzzissidade. Existem dois
problemas principais que devem ser abordados e sao citados por todos os

trabalhos encontrados na literatura:

1. A estrutura do grafo é bem definida (grafo crisp) e os parametros

associados sao nimeros fuzzy. E o mais estudado.

2. O comprimento do caminho é um nimero fuzzy e cada arco do grafo
tem um valor de pertinéncia, isto é, a cada né e arco existe um con-

junto fuzzy associado.

Serao apresentados alguns algoritmos para o problema de caminho minimo

fuzzy (grafo crisp e parametros fuzzy).



Dubois e Prade, 1980

e Uma das primeiras referéncias que tratam do problema de caminho

minimo fuzzy

e Propde a simples extensdo de dois algoritmos cldssicos (Floyd e de

Ford)

e Ponto fraco: caminho encontrado pelos algoritmos pode nao existir.

Exemplo: Seja uma rede fuzzy tendo o né 1 como origem e o né 4 como

destino.
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Caminhos possiveis:

(1 -2 — 4) com comprimento {3/0.2,4/0.3,5/0.3}

(1 —» 3 — 4) com comprimento {2/0.2,3/0.5,4/0.6,5/0.2}



Dubois e Prade, 1980 (cont.)

Algoritmo:
Passo 0: f(m) < {0/1}
Passo 1: Para o n6 m — 1 ao né 1, faca
F(i) < mingsi{ Gt f (k)}

sendo que o valor associado ao n6 1 ¢é a solucao do problema.

Usando o algoritmo acima, temos:

f4) ={o/1},
f3) ={cu+f(4)}={1/02,2/0.8} + {0/1},
= {1/0.2,2/0.8}.
f(2) ={cu+f(4)}={1/02,2/03}
f(1) =min{ciy + £(2), cis + f(3)}
= {3/0.2,4/0.3,5/0.3}\{2/0.2,3/0.5,4/0.6,5/0.2}
= {2/0.2,3/0.3,4/0.3,5/0.2}
e Nio existe caminho de comprimento {2/0.2,3/0.3,4/0.3,5/0.2} do né

1 ao nd 4.

e Note também que nenhum caminho tem valor de pertinéncia 0.3 para
o comprimento 3

— {3/0.2,4/0.3,5/0.3}A{3/0.5} = V((0.2A0.5,0.3A0.5,0.3A0.5))



Klewn, 1991

e Contorna a dificuldade verificada por Dubois e Prade com o uso de

dominancia de conjuntos fuzzy (tipo more is better).
e considera conjuntos discretos fuzzy para os comprimentos dos arcos

e determina-se o comprimento maximo que pode alcancar um caminho

e trabalha-se com este valor no algoritmo de programacao dinamica

M : numero de camadas = 3
(M —-1).R=6

R : comprimento maximo dos arcos = 3

Algoritmo:
Passo 0: f(m) < (1,...,1) (vetor com (M — 1)R posigoes)
Passo 1: Parai = (m — 1) até 1, faga

f(@) < domy,(; pyea(Cintf(k))

onde o operador de dominancia deve escolher o vetor com os maiores

valores de pertinéncia.



Klein, 1991 (cont.)
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Para o exemplo anterior, temos:

4) = (1,1,1,1,1,1)

(3) = (0.2,0.8,0,0,0,0)

£(2) = (0.2,0.3,0,0,0,0)

(1) = dom{cis+£(3),e12+f(2)}

— dom{(0,0.2,0.5,0.6,0.2,0), (0,0,0.2,0.3,0.3,0)}

= (0,0.2,0.5,0.6,0.2,0)

Caminho escolhido: (1 — 3 — 4) com comprimento {5, c=, o, 75 -



Okada e Soper, 2000

considera os comprimentos dos arcos como nimeros fuzzy

utiliza teoria de possibilidade

resolve um problema multiobjetivo

e encontra um conjunto de caminhos Pareto-6timos (ndo-dominados)

Informacgoes para o algoritmo:

T: conjunto temporario de nés onde cada elemento (7, k) é a k-ésima eti-

queta do nd ¢
P: conjunto permanente de nés

[di(ps;), (3, k)];: é a l-ésima etiqueta do né j. dy(ps;) é a distancia do né s
ao né j e (i, k) apresenta o né precedente com dados apresentados na

etiqueta k deste nd.

dy(psj) < du(ps;): o comprimento do caminho do né s ao né j dado pela

etiqueta [ domina o comprimento dado pela etiqueta w.



Algoritmo de Okada e Soper, 2000 (cont.)

Passo 0: Associe a etiqueta [0, (—, —)] para o né s. Faca

T+ (1,1) e P+ 0

Passo 1: (Selegdo das etiquetas) Se T'= () FIM. Caso contrério, entre as
etiquetas temporarias, determine qual é a lexicograficamente menor.

Seja o k-ésima etiqueta associada ao né i. Faga
T+ T-{(ik)} e P+ PU(ik)

Passo 2: (Verifica a etiqueta e se existe dominancia) Para cada né j € N
tal que (i,7) € A, faca
(i) Determine a distancia do caminho fuzzy
sz(psj) = Jk(psi) &b iij

(ii) Seja [di(ps;), (i, k)]; uma nova etiqueta temporaria do né j. Atua-

lize o conjunto T’
T« TUG:1)

(i) Para cada dy(ps;) tal que (j,u) € TUP. Se dy(psj) > du(ps;) entio
elimine a [-ésima etiqueta sobre o né j, retire (j,1) do conjunto
T.

Para cada d,(ps;) tal que (j,u) € T. Se di(psj) < du(ps;), entao

elimine a u-ésima etiqueta do né j e retire (j,u) do conjunto 7.

Passo 3: Volte ao Passo 1.



Okada e Soper, 2000 (cont.)

Um valor a;; = (a;j, aij, @ij) é lexicograficamente menor do que b;; =

(bij, bij, bij) se uma das regras abaixo valer:
(1) aij < bi

(ii) Qajj = bij e a;; < bij

(iil) @ij = byj, aij = bij e @i; < by

p(z)




Okada e Soper, 2000 (cont.)

Exemplo:

arco | comprimento || arco | comprimento

1,2 (19,25,29) 3,6 (54,57,62)
(15,20,25) (8,9,10)
(58,63,68) (70,75,80)
(38,41,46) (65,75,85)
(12,15,18) (20,25,30)

Tabela 1: Exemplo de um grafo com parametros fuzzy (a;;, aij, a;;)




Okada e Soper, 2000 (cont.)

Passo 0:

[01] <~ [(0’ 0’ 0)’ (_’ _)]1

T+ (1,1)e P« 0
Passos 01 e 02:

n6 [01] é lexicograficamente menor
T+ 0, P+ (1,1)
di(p12) = (0,0,0) @ (19,25, 29) = (19, 25, 29)
T + TU(2,1), [02] + [(19,25,29), (1,1)]

né [02] é lexicograficamente menor
T+ 0, P«A{(11),(2,1)}
di(pi3) = (19,25, 29) @ (15,20, 25) = (34, 45, 54)
T TU(E, 1), (03] ¢ [(34,45,54), (2, ]y

di(prs) = (19,25,29) @ (58,63, 68) = (77, 88,97)
T« TU(4,1), [04] « [(77,88,97), (2, 1)}

ainda nao existe comparagoes de caminhos dominados.



Algoritmo de Okada e Soper, 2000 (cont.)

né [03] é lexicograficamente menor
T+ {41} P<A{(1,1),(2,1),3,1);
do(pra) = (34,45, 54) @ (38,41, 46) = (62, 86, 100)
T « TU(4,2), [04] « [(62,86,100), (3,1)]
di(p1g) = (34,45,54) @ (54,57,62) = (88,102, 116)
T + TU(6,1), [06] < [(88,102,116),(6,1)]

nao existem caminhos dominados.

n6 [04] é lexicograficamente menor
T+ {(4,1),(6,1)}, P+ {(1,1),(2,1),(3,1),(4,2)}
di(pi5) = (62,86,100) @ (12,15, 18) = (74,101, 118)
T <+ TU(5,1), [05] « [(74,101,118), (4,2)]
da(p16) = (62,86, 100) @ (8,9, 10) = (70, 95, 110)
T «+ TU(6,2), [06] <+ [(70,95,110), (4,2)]
Neste caso da(pig) < di(pig).
T« T\(6,1) ={(4,1),(5,1),(6,2)}



Okada e Soper, 2000 (cont.)

no | etiqueta | comprimento | precedente

01 1 (0,0,0) (=)
02 1 (19,25,29) (1,1)
03 1 (34,45,54) (2,1)
04 1 (77,88,97) (2,1)
04 2 (62,86,100) (3,1)
06* 1 (88,102,116) (3,1)
05 1 (74,101,118) (4,2)
06 2 (70,95,110) (4,2)
07 1 (135,170,195) | (6.2)
07* 2 (144,176,198) |  (5,1)
05 2 (89,103,115) (4,1)
06 3 (85,97,107) (4,1)
07 3 (150,172,192) | (6,3)
07* 4 (164,178,195) | (5,2)
08 1 (155,195,225) | (7.1)
08 2 (170,197,222) | (7.3)

Tabela 2: Resultados do algoritmo (* elementos eliminados)



Okada e Soper, 2000 (cont.)

Solucoes para o problema:

@

Comprimento = (155,195,225)

\

Comprimento = (170,197,222)



Okada, 2001

Considera os comprimentos dos arcos como numeros fuzzy.

e Também utiliza teoria de possibilidade.

Com base em algumas propriedades do problema, introduz o conceito
de grau de possibilidade de um arco pertencer ao caminho

minimo de um né origem s a um né destino ¢.

O método de Djikstra generalizado é usado para encontrar os cami-

nhos.



Algoritmo proposto por Okada, 2001

Seja L, a lista de etiquetas [i, k] (i é o né que precede r e k | k-ésima
etiqueta na lista L;). Esta lista é usada para compor o caminho de 1 a r.
Definimos também Pj.. como o conjunto de caminhos compostos da lista
L, com respeito ao limitante o. Seja também B, o conjunto de nds que
precedem r. O Algoritmo proposto consiste de dois procedimentos. No pri-
meiro, o grau de possibilidade aproximado para todo o arco é determinado
pela repeti¢ao do procedimento 2, descrito a seguir, para cada « € [0, 1].
No segundo procedimento, os arcos cujo grau de possibilidade sao maiores

que um « dado, sao identificados.



Okada, 2001: Procedimento 01

Procedimento 01:

Passo 0: Defina um ntmero de particoes h € Z* dividindo o intervalo
[0,1].
Dij +— 0, \V/(Z,]) €A

Al A

,..., 1, repita os passos 2 e 3.

o

)

==

Passo 1: Para o parametro a =
Passo 2: Execute o Procedimento 2 com o parametro a.
Passo 3: A"+ A" —{(4,7)|(4,5) € A, Dj; < a}’

Passo 4: Apresente D;; para todo (i,j) € A. FIM.



Okada, 2001: Procedimento 02

Procedimento 2:

Passo 0: Compute (l;;)a (V(i,7) € A').
Passo 1: L1« [—,—]. L; < 0,(j =2,...,n).
Passo 2: Parar = 2,...,n, repita os passos 3, 4 e b.

Passo 3: Para j € B,, L) + Lj e i em todo [1, k] € L; é substituido por
7.

L+ U L]
j€B:

Passo 4: Se |B,| = 1 (r tem somente um né precedente), entao retorne ao

passo 2. Caso contrario va ao passo 5.

Passo 5: Para cada par de etiquetas [ig, kg, [is, k] € L, componha os
caminhos ps e p; respectivamente voltando dos noés s e t até o no 1.

Se Poss(X(i jyep, lij < Ziijyep lij) < o, entdo Ly < L, — [i, k.

Passo 6: D;; < o, V(i,j) € p, p € Pf,. Volte ao Procedimento 1.



Okada, 2001: Exemplo

O exemplo serd o mesmo resolvido para o algoritmo de Okada e Soper.
(Procedimento 01) Passo 0: h =10, D;; =0, V(i,j) e Ae A + A
Passo 1: a + 0,1. Entrar no Procedimento 02.

r=2 By = {1}, Ly + {[1,1]}

r=3 B3 = {2}, L3 + {[2,1]}

r=4 By ={2,3}, Ly + {[2,1],[3,1]}
1—2—4coml=(77,88,697)
1—+2—3—4coml= (72,86, 100)
Poss(Z jep, lij < Z(ijyep, lij) = Poss(laa < lag +134) > 0,1

loz + I34

53 58 61 63 68 71

r=5 B; = {4}, L; + {[4,1]}

r=6 Bs = {3,4}, Ly + {[2,1],[4, 1]}
Poss(Zijyep lij < Z(ijep, lij) = Poss(las +l36 < log + 146) > 0,1
Poss(X jyer lij < X(ijep, lij) = Poss(lsg < ls4 + lsg) = 0,22
Poss(Zijep, lij < S(ijiep, lij) = Poss(lag <z +134) > 0,1



Okada, 2001: Exemplo

continuando algoritmo temos que para o = 0,1 e @ = 0,2 os valores de

D;j =a. Paraa=0,3,...,0,6 o arco (3,6) é retirado do grafo resultante

pois seu grau de possibilidade = 0, 22. A seguir sao apresentadas as figuras

referentes ao algoritmo:

I

Paraa=0,1e0,2

oal T\ o

© o

Para a = 0,7 0,8

Para a = 0,3.

\

Paraa =0,9¢ 1,0

arco | comprimento | D;; || arco | comprimento | D;;
(1,2) | (19,25,29) | 1,0 || (3,6) | (54,57,62) |0,2
(2,3) | (15,20,25) | 1,0 || (4,6) (8,9,10) 1,0
(2,4) | (58,63,68) |0,8 | (5,7)| (70,75,80) | 0,6
(3,4) | (38,41,46) | 1,0 || (6,7) | (65,75,85) | 1,0
(4,5) | (12,15,18) | 0,6 || (7,8) | (20,25,30) | 1,0
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