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Cap. VII - Excitacao Senoidal e
Fasores

1 Propriedade de Sendides

Sinais senoidais estao presentes em diversos
ambientes: transmissao de sinais, eletricidade,
ete..

Foi visto que a resposta de sistemas dinamicos
a excitacoes pode ser separada em parte ho-
mogenea, que depende das caracrteristicas in-
trinsecas do sistema e das condigoes iniciais, e
parcela particular que depende essencialmente
de excitacoes. Além disso, cabe lembrar que a
solucao homogenea representa a parcela tran-



sitoria e a solucao particular representa a parcela
permanente.

Neste capitulo serao estudados os comporta-
mentos de sistemas elétricos quando sujeitos a
excitacoes senoidais. Consequentemente, serao
consideradas apenas as respostas forcadas (ou
particulares, que sao de regime permanente).

De uma forma geral, sinais senoidais podem
ser representados como:

v(t) = Vipsin(wt + @)
onde:

Vim amplitude de oscilacao
w  frequencia de oscilacao

® fase

Obs.:



1. Periodo T' = ]1p — 2T

w

2. w em radianos/segundo

3. ¢ pode ser em graus ou em radianos
4. ¢ > 0: sinal adiantado

5. ¢ < 0: sinal atrasado

6. sin(wt) = cos(wt — 5)

7. Acoswt + Bsinwt = v A% 4+ B%cos(wt —
¢) onde ¢ depende do quadrante

Exemplo: No circuito da Figure 1, deseja-se
obter v(t) em regime permanente.

Solucao:
Imcoswt = ip+ 10

'R
ic = C%

|
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Figure 1: Circuito exemplo

Portanto:
‘gﬁ + %U = %@caswt
Logo: vp(t) = Acoswt + Bsinwt

Lembrando que neste capitulo procura ape-
nas a solucao paticular, tem-se:

vp(t) = v(t) = Acoswt + Bsinwt

— Cé?tf = — Awsinwt + Bwcoswt



Resolvendo:

v(t) = \/H?UIQ%QCQCOS(wt — arctg(wRC))

2 Excitacoes Complexas

Euler: e/* = cosx + jsinx

Seja o exemplo logo acima, onde se obteve a
equacao diferencial:

Cgfg + %v — %%coswt

Pode-se escrever:
[(t) = Imcoswt = I, Re[ed™!]

onde Re refere-se a parte real. A equacao
diferencial pode ser re-escrita na forma:



d 1 1 wt
2+ pov = P Re[e!"]
Abstraindo Re, obtém-se:

dv 1 ~ _ Iy jwt
it TRCV = (CC

cuja solucao v € composta de parte real e
parte imaginaria.

Tendo em vista que aqui estuda-se sistemas
lineares, vale o principio de superposicao e,
portanto, a solucao de:

le/;f + %U = %’%caswt

¢ a parte real de v, ou seja:

u(t) = Refi(t)]



A equacao:
dv 1 ~ _ Iy, jwt
at T roV = @e

tem solucao particular do tipo:

o = Kel% (ver a Tabela do Item 2 do
Capitulo V)

Substituindo na equacao diferencial acima,
obtém-se:

_RI
K = 1+jw%()

que fornece:

~ _ RI Jwt
U= 1+jwﬂ1%26’6

Escrevendo 1 4+ jwt na sua forma polar:



(1 4 ]wt) _ \/1 n w2R202€ja’rctg(wRC)

Logo:

-~ R[m

_ j(wt—arctg(wRC))
YT VitwlRC?

€

Consequentemente:
v(t) = Re|v] que fornece:

v(t) = \/1+}§U]2”;2202608<wt — arctg(wRC))

que ¢ a mesma obtida no exemplo do item 1
deste capitulo.

Este fato sugere que, para achar solucoes de
circuitos elétricos com excitagoes senoidais, em
regime permanente, ¢ melhor expressar as ex-
citacoes senoidais nas suas formas exponenci-



als, resolver e extrair a parte real.

Exemplo: Considere o circuito da Figure 6
do Capitulo V., cuja equacao diferencial é:

Rd 1
ﬁ‘FLdg‘l‘T’U—TE(t)

Considere: R = 40, L = 2 H, C =
F. E(t) = 3v/2cos(2t + 15°). Achar v(t ) em

regime permanente.

@‘*‘

Solucao: A equacao diferencial fica:
2
Cét’g + 2 Y+ 8u = 12v/2c0s(2t + 15°)

Transformando a entrada f(t) = 12v/2cos(2t+
159) na forma exponencial:

F = 124/2eI(21415°) — 19, /3612t 157



a solucdo é do tipo: 0 = Vel

Substituindo na equacao diferencial:
(V4 +4Vj 4 8V)el2t = 12y/2e72t I 15"

T 124/26715°
= T Irdj

Vo= 1226157 12y/2e115
4\/§earctg1 T 4\@67'450

V = 3¢ 730"

Portanto, v = Vel2t = 3¢7(2t=30°)

Finalmente: v(t) = 3cos(2t — 30°)



3 Fasores

Um sinal senoidal pode ser representado uti-
lizando forma exponencial:

u(t) = Vipcos(wt + 0) = Re[Vyed (WiH0)]
v(t) = Re[Vipel?elw!]
A parcela:

V = Vi,el? recebe a denominacio de fasor
ou representacao fasorial.

Notacao: V = Vipel? ou V =1,,/6
Observacao: o angulo 6 refere-se ao de coseno.

Exemplo: Seja o sinal v(t) = 8sin(3t 4 307).
Achar o fasor associado.



v(t) = 8cos(3t+307—90) = 8cos(3t —G60°)
Fasor: V' =8/(—60°) = Qe—J607

Note que: V;,, =8, w = 3, § = —60°

Relacao Tensao-Corrente

e Resistores 1 = JeJ Wt
0 = Ri = RIeJWt = Vel
Portanto: V= RI e V,,, = Ril,
Como R tem faze zero, as fases de ¥ e de 1
sao 1guals.
o Indutores 1 = [/ Wt
v = Lgi — jwLIeIWt = Velwt
Portanto: V = jwlLl = wl eI
Vi, = wlLli,y,



A corrente atrasa 90° em relacao a tensao.

e Capacitores 0 = Ve? wt |
P = CCCZZ;{ = jwCVelW = JelWt
: 1 _ 1 —790°
Portanto: V = W[ = cle™/
Vin = it
A corrente adiante 90° em relacao a tensao.

4 Impedancia e Admitancia, Leis de Kirchoff

Seja o circuito da Figure 2, escrito na sua forma
fasorial:

circuito

V fasorial
Z

Figure 2: Circuito na forma fasorial

comV =Vyn/0el=1,/0.




Define-se impedancia do circuito como:

Z="=12|/(07)

Portanto: Z = % ‘]/m (0 — )

Pode-se escrever:
Z=R+7X

onde R é o componente resistivo (resisténcia)
e X ¢ o componente reativo (reatancia), am-

bos medidos em Ohms (€2).

Note que:

Z =R+ jX = VR? +X21(arctg)}%)

com R = |Z|cosfy e X = |Z|sinl.



Exemplos:

e Resistor: Zp =R
e Capacitor: Zp = ]ﬁv = &71—900
e Indutor: Z; = jwL = wL/+90°

oV = 10/60°, I = 2/30°, =
Z =5/30° = 5(c0s30° + jsin30°)

Define-se admitancia como sendo Y = %

Leis de Kirchoff em Circuitos Fasoriais

As Leis de Kirchoff vistos no item 3 do Capitulo
[ continuam valendo em circuitos na repre-

sentacao fasorial.

Exemplos:



1. Impedancias em série: Considere a configuracao
da Figure 3.

I + V1 - + V2 - + Vp - —
+
Vv T v Zeq
(@ ) (b)

Figure 3: Impedancias em série

No circuito (a): V =V +Vo+ ...+ Ve
Vi = 7,1

Portanto: V = (Z1+ Zo+ ... + Zp)1
No circuito (b): V = Zggl

2. Impedancias em paralelo: Considere a con-
figuracao da Figure 4.

No circuito (a): I =11 + Io + ... + I, com



(@

11,1 1
= 7=zttt

3. Seja o circuito da Figure 5(a) em regime
permanente. Determinar i(t).

O circuito fasorial correspondente esta na
Figure 5(b), que fornece:

Vi =Vp+ Vg
Vp = RI
Vi = jwlLl



i(t R R

+ VF\(t) - + + VR © 4+
V. coswt i V:Yn& - jwL

|
@ (b)

Figure 5: Circuito do exemplo 3

I = R+jwl — \/R2+w2LQZ<O T CLTCth)
Assim: i(t) = \/RZ‘J/FTZUQ LQcos(wt—arctg%L)

4. Seja o circuito da Figure 6(a) em regime
permanente. Ache #(t).

i + D) - A
40hms + 4
10cos8t 1H =Y O 10/0 i8
1 - .
T
M S (b)

Figure 6: Circuito do exemplo 4

O circuito fasorial correspondente é a Fig-



ure 6(b).
Zoq = 4+ j8+(—j5) = 4+ j3 = 5/36.87°

=

1= JO00 = 9/(-3687°)

i(t) = 2cos(8t — 36.879)
5 Analise Nodal e de Malhas

As leis de Kirchoft vistos em circuitos pura-

mente resistivos (Capitulo I) valem para cenario
com fasores. Da mesma forma, os métodos

nodais (ou de tensao nos nos) e os métodos de

correntes de malhas continuam valendo.

Exemplo: Seja o circuito (a) da Figure 7 em



regime permanente. Encontre v(t).

100hms nol

10
+ — 4+
() P—
10cos3t - O sinat 10/0 U)o V2 1/:90 _
\ 30 A ml m2

@ ®)

Figure 7: Circuito exemplo para analise nodal e corrente de malhas

Solucao:

O circuiro na forma fasorial esta mostrado
na Figure 7(b).

A) Analise nodal

No no 1:
V—l%)Zo + g = 1/(=90°) = —j

V =10+ jV = —j10



_10—510 _ 10v2/(—45°) 0
V=" = V2/450 10/(=90%)

= v(t) = 10cos(3t — 90?) = 10sin3t
B) Correntes de malhas

malha m1: 10J; — j10(J; + Jo) = 10/0
malha m2: Jo =1/-90° = —j

(10 — §10).J; = 10 + j10J5 = 10 + j10(—j) = 20

20 _ 2 _ 2 __
N = 100-5) = 155 = Al — VA
J1 = V2(cos45° + jsind5°) =1+

V = —j10(J + Jo) = —j10(1 + j — j) = —j10

= v(t) = 10cos(3t — 90?) = 10sin3t



6 Teorema de Rede, Diagrama Fasorial

A) Teorema de Redes

As propriedades vistas no Capitulo II, item
1.3, continuam validas no ambiente fasorial:
superposicao, equivalentes Thévenin e Norton,
proporcionalidade, etc..

Exemplos:

® Superposicao
Seja o circuito da Figure 8, em regime per-
manente. Determinar ¢(¢).

Solucao:



1H 12 H

S xEat

iy
14 F 4 A
50(\)/52t 12F ——

T 1 Ohm

Figure 8: Circuito exemplo para superposicao

i)

3 Ohms

O circuito tem 2 fontes, uma de tensao (bcos2t)
e outra de corrente (4 A). Ou seja, a fonte
de tensao € do tipo senoidal e a de corrente

é continua. Nestas situacoes, é preciso uti-
lizar a superposicao.

a) Considerando a fonte de tensao e anu-
lando a de corrente, tem-se o circuito da
Figure 9 que pode ser simplificado como
mostrado na Figure 10.

Note que 7 em paralelo com —32 resulta
eI



5/0 jo— | |j2 %
1 1

Figure 9: Anulando fonte de corrente

3+j2 j2

B
5/0 g 1
|

Figure 10: Circuito fasorial simplificado

M2 2 g

Zeq = (3+ j2) + (—j) em paralelo com
14 52)

(—7) em paralelo com (1 4 52) resulta em:



—j(1+42) _ 2—j

12 T 14

— 0 4 2—) — 3+j4

_5/53.13° _ 5./2/8.13°
Zeq=""55 50 = 2

Portanto:

7. 5/0 _ 2/ (—8.13°)
a— Leq — V2

I, =2/ (—8.13°)

Consequentemente:
ia(t) = v/2cos(2t — 8.13°)

b) Considerando a fonte de corrente ativa
e anulando a de tensao, tem-se o circuito



apresentado na Figure 11 que, utilizando
divisor de corrente, fornece:

Figure 11: Anulando fonte de tensao

Iy=—1iz4=—1A

Portanto: i5(t) = —1 A

¢) Finalmente, como i(t) = i4(t) + 5(t)
i(t) = V2cos(2t — 8.13%) — 1 A

e Fquivalentes Thévenin e Norton

Procedimentos idénticos aos do caso resis-



tivo (Capitulo I, item 3) podem ser toma-
dos nestes casos fasoriais, lembrando que

agora, Vi, In, Zy, (no lugar de Ryy,) sao
fasores.

Resumindo, o circuito da Figure 12 a seguir,
pode ser colocado nas formas mostradas nas
Figure 13 e Figure 14.

| ext

%

Q
Circuito A Ve;t Circuito B

@)

Figure 12: Circuito na forma fasorial

Exemplo: Considere o circuito da Figure
15 em regime permanente. Substitua tudo
menos o resistor de 7{) entre os terminais
(a,b) pelo seu equivalente Thévenin.



I
Zin ext

Vet Circuito B

Figure 13: Equivalente Thévenin

lext

 ——

| ¥
N Zin Vext Circuito B

Figure 14: Equivalente Norton

Solucao:

A representacao fasorial esta mostrada na
Figure 16.

a) Célculo de V.



2 1H

Ohms
18cos2t % 7 Ohms %{ 2 Ohms

Figure 15: Exemplo de quivalente Thévenin

2 j2 j2
a — 4
8[9 7 % 2
b

Figure 16: Representagao fasorial

Considerar a configuracao da Figure 17 e
determinar a tensao de aberto entre os ter-
minais (a,b), que corresponde a Vyy,.

2+j2—]
Vih = 255 ]]4+2+3218100 80

Vi, = 92/ —45°



Figure 17: Para determinar Vj,

b) Cleulo de Zy,.

Considerar o circuito da Figure 18 e de-
terminar a impedancia vista pelo terminal

(a,b):

Figure 18: Para determinar Zy,

Zin, = (2 + j2) paralelo com (2 + j2 — j4)



_ (242)(2—j2) _
Zith = 24+72+4+2—72 — 2

¢) Equivalente Thévenin:

Z =2
e hzm
o245 @ &

b |
—

Figure 19: Circuito equivalente de Thévenin

QJ(D

B) Diagrama Fasorial

Como fasores sao numeros complexos, po-
dem ser representados graficamente no plano
complexo. Desta forma, soma e subtracao po-
dem ser feitas geométricamente.

Em geral, escolhe-se uma referencia e a partir



dela constroi-se o diagrama fasorial, para de-
pois, aplicar o principio da proporcionalidade
(caso necessario).

Exemplo:

Considere o circuito da Figure 20.

| jwlL

Figure 20: Circuito do exemplo

Tomando I como referéncia (|1|/0°), pode-
Se escrever:



Vp = RI = R|I|/0O = RI|I|
Vi = jwLl = jwL|I|/O = wL|I|/90°

1
Vo= —j 0 = —j L|1|/0 = w/Ll,/—900

Como Vg =Vp+ Vp + Ve, pode-se fazer 0
diagrama da Figure 21:

Figure 21: Diagrama fasorial
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