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EA513 I - Circuitos Elétricos I
Cap. VI - Representacao por Equacoes de Estado

Pode-se escrever modelo matematico de um
circuito elétrico com indutores e/ou capaci-
tores e fontes, através de Equacoes de Estado.

Nos casos aqui estudados, as equacgoes sao
lineares e, portanto, pode-se tazer uso da teo-
ria de sistemas lineares para modelar, resolver
¢ analisar.

1 Equacoes de Estado

A representacao na forma de equacoes de es-
tado é do tipo:



onde:

o r € N sao variaveis de estado

~

o y € RN’ sao varidveis de saida

o u € R a0 variaveis de entrada ou de con-
trole

e A, B, C, D tem dimensoes adequadas.

Esta modelagem permite representar sistemas
com multiplas entradas (fontes) e multiplas
saidas (grandezas elétricas).

Exemplo: Considere o circuito da Figure 1 e
deseja-se obter v(t).
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Figure 1: Circuito RLC

Foi visto, no Capitulo 5, item 2 que a equacao
diferencial associada é:

d?v(t) , Rdu(t 1
dj@ + Bt L) = L E(1)

Por outro lado:
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que podem ser re-escritas na forma:
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Chamando de:
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obtém-se a expressao:

©(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Observagoes:

1- Sao variareis naturais, tensao nos capaci-
tores e corrente nos indutores.



2- A cada capacitor, escrever uma equagao
de corrente (LKC), evitando fonte de tensao
na escolha do no.

3- A cada indutor, escrever uma equacao de
tensao (LKT), evitando fonte de corrente na
escolha da malha.

Exemplo 1: Considere o circuito da Figure 2
a Segulr.
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Figure 2: Circuito Exemplo 1

o N6 20 CyG2 +ig— =2 =0

o NO 4: Cldvl = 13



e Malha 1: chf—l—Rgig—Fvl — 19 =0

Re-arrumando:
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Exemplo 2: Dada uma equacao diferencial
de ordem n, pode-se re-escreve-la na forma de

equacoes de estado, como no exemplo a seguir
(de ordem 3).
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Chamando de:

dy
r =Yy = ml—d5—$2
_ Ay s y _
d? .

T3 = %g = 3= —aer] — a1r9 — aows + u(t)
Consequentemente:
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Exemplo 3: No caso da Figure 1, foi visto
que:

2
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Chamando de x1(t) = v(t), z9(t) = dqélgp e
u(t) = E(t), obtém-se:
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2 Resolucao de Equacoes de Estado

Foi visto que uma equacao diferencial de um
sistema monovariavel de primeira ordem nao
autonoma, do tipo:

©(t) = ax(t) + bu(t)

com x(0) conhecido, pode ser resolvido uti-
lizando a expressao (ver Capitulo IV):

() = e (0) + [L e Tbu(r)dr (1)



Analogamente, equacao de estado do tipo:
t(t) = Ax(t) + Bu(t)
pode ser resolvido utilizando:

2(t) = eMz(0) + LA Bu(r)dr  (2)

onde A e B sao matrizes.

Como determinar 17

Novamente, fazendo analogia ao caso mono-
variavel:

xt:1+xt+%(xt) = 220 02'< )Z
obtém-se:

A1 4 At + 3(AR2 + . = DR L (At



At

Portanto, e*** é uma matriz de mesma di-

mensao de A.
Se a matriz A for diagonal, ou seja:

A = diaglayy, ag, ags...|:
JAL _
diag|1,1,1, ...|+diaglaint, ast, asst, ...]+... =

14 aqqt + 1(&1175)2 + ...
diag L + a99t + 2(0,2275)2 + ...

Portanto:
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Consequentemente, se u(t) = 0:

z(t) = et (0) =

0 que permite obter as solucoes facilmente:

r1(t) = x10€
To(t) = x9pe

Tn(t) = xppe
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Uma forma de diagonalizar a matriz A sem
perder as suas caracteristicas é fazendo trans-
formacao de similaridade, que a seguir ¢ mostrada.

Considere 17" uma matriz de transformacao
de similaridade:

(t) = Ti(t)

Assim x(t) = Ax(t) + Bu(t) fica:
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T8 — T1ATE(t) + T Bult)

Chamando de A = T7YAT = diag[\{, Mo, ...]
B = T~ B obtém-se:

)

U0 — A#(t) + Bu(t)



Os auto-valores de A e de A sao os mesmos.

Para cada valor de A\; pode-se encontrar um
auto-vetor v’ associado:

Avt = \jo!

A matriz T pode ser determinada utilizando
os auto-vetores v":

T=[! v? 3 .. "
Exemplo: Seja a equacao diferencial:

y(t) + 3y(t) + 2y(t) = 0 com y(0) = 1,
y(0) =0

1. Colocar na forma de equacao de estado.

2. Encontre a matriz 1" de transformacao de



similaridade tal que A = T7LAT seja di-
agonal.

3. Ache eAt.

4. Ache a solucao do sistema obtido em 1.

Solucao:

-1 =yexo=1.
Logo 1 = x9 € 19 = —2x1 — 3x9

Portanto:
()] | 0 1 | x(2)
To(t)| | —2 =3 |wot)
com:




2- Determinacao da matriz 1"
Auto-valores de A sao A que satisfazem:
det(A— M) =0

ou, da equacao caracteristica associada a equacao
diferencial:

N3N +2=0

Portanto: A\ = —1 e Ay = —2.

Para A\{ = —1:

Avt = —1uy
0 1 v% _ v%
—2 =3 v% U%




que fornece:

[ 5

—21}% — 31}% = —v%

Escolhendo v = 1 (tem um grau de liber-
adde), obém-se:

1

=14
Analogamente para Ay = —2, escolhendo

v% = 1:

o |1

=l
Consequentemente:

-4



3. At

Como:

0 e—Qt

4- Para achar x(?):

x(t) = TeAtT_lx(O) com:

T = 7 t( )Ad]unta(T)
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Ou seja:
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A Figure 3 mostra as trajetérias de y(t) e de
y(t) no tempo.
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y(t),dy(t)/dt
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d2y(t)/dt?+3dy(t)/dt+2y(t)=0
T

y(t)

dy(t)/dt

Figure 3:

Respostas y(t) e y(t)




