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Cap. V - Circuitos de Segunda Ordem

Como visto no caṕıtulo anterior, capacitores
e indutores são elementos armazenadores de
energia. Assim, ao escrever ummodelo matemático
de um circuito elétrico com dois ou mais indu-
tores e/ou capacitores, obtém-se equação difer-
encial de ordem superior.

1 Circuitos autônomos de segunda or-
dem

Quando o circuito é do tipo RLC (com um re-
sistor, um indutor e um capacitor), obtém-se
equação diferencial de segunda ordem.



Circuitos autônomos de segunda ordem são
aqueles sem fontes, como mostrado na Figure
1 a seguir (circuito RLC).
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Figure 1: Circuito RLC autônomo de segunda ordem

A chave é fechada em t = 0, quando v1(0) e i(0)
são conhecidos, e as seguintes equações podem
ser escritas:

i = −Cdv1
dt

v2 = Ldi
dt

v3 = Ri
v1 = v2 + v3

.

Consequentemente: v1 = Ldi
dt +Ri



Ou seja:

v1 = −LCd2v1
dt2

+RCdv1
dt

Portanto:

d2v1
dt2

+ R
L
dv1
dt + 1

LCv1 = 0

com v1(0) e
dv1(0)
dt = − 1

C i(0)

que é uma equação diferencial linear homogênea
a coeficientes constantes de segunda ordem.

Outras configurações de circuitos autônomos
de segunda ordem são posśıveis, como RLC
paralelo, misto, etc..

A literatura costuma escrever as equações
diferencias de segunda ordem na forma:



d2x(t)
dt2

+ 2ξwn
dx(t)
dt + w2

nx(t) = 0

onde:

• wn = frequência natural de oscilação

• ξ = fator de amortecimento

Analogamente ao visto em equações diferen-
ciais de primeira ordem, a solução é do tipo:

x(t) = Keλt

Substituindo:

d2

dt2
Keλt + 2ξwn

d
dtKeλt + w2

nKeλt = 0

que fornece:



λ2 + 2ξwnλ + w2
n = 0

que é conhecida como equação caracteŕıstica
da equação diferencial acima.

Ela é um polinômio de segunda ordem, cuja
solução fornece:

λ1,2 = −ξwn ± wn

√
ξ2 − 1

3 situações são posśıveis: ξ > 1, ξ = 1 e
ξ < 1.

A) ξ > 1

Neste caso λ1,2 são ráızes reais e distintas.

A solução homogênea pode ser do tipo:



C1e
λ1t ou C2e

λ2t

Consequentemente a combinação linear delas
tamém é solução homogênea:

x(t) = K1e
λ1t +K2e

λ2t

Os parâmetros K1 e K2 são determinados

utilizando as condições iniciais x(0) e dx(0)
dt .

Exemplo: Considere o circuito da Figure 1
com R = 15Ω, L = 5 H, C = 0.1 F, v1(0) = 1
V, i(0) = −0.1 A. Ache v1(t), t ≥ 0.

Solução: Neste caso:

R
L = 3 e 1

LC = 2

Note que 2ξwn = 3 e w2
n = 2 ⇒ wn =

√
2

e ξ = 3
2
√
2
.



Equação caracteŕıstica:

λ2 + 3λ + 2 = 0

que fornece: λ1 = −1, λ2 = −2

Portanto: v1(t) = K1e
−t +K2e

−2t

Como:

v1(0) = 1 = K1 +K2
d
dtv1(0) = − 1

C i(0) = − 1
0.1(−0.1) = 1

dv1(t)
dt = d

dt(K1e
−t + K2e

−2t) = −K1e
−t −

2K2e
−2t

obtém-se: dv1(0)
dt = −K1 − 2K2 = 1

Resolvendo: K1 = 3, K2 = −2



Ou seja: v1(t) = 3e−t − 2e−2t

cujo gráfico está mostrado na Figure 2.
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Figure 2: Resposta do circuito RLC com ξ > 1



B) ξ = 1

Neste caso, ξ − 1 = 0 e, portanto, terá 2
ráızes reais e iguais.

Para determinar a solução deste caso, pode-
se fazer inicialmente λ1 ̸= λ2 e depois λ2 →
λ1.

Foi visto que no caso λ1 ̸= λ2 tem-se:

x(t) = K1e
λ1t +K2e

λ2t

com x(0) e dx(0)
dt = ẋ(0) conhecidos.

Resolvendo paraK1 eK2 utilizando as condições
iniciais, obtém-se:

K1 =
λ2x(0)−ẋ(0)

λ2−λ1



K2 =
−λ1x(0)−ẋ(0)

λ2−λ1

Portanto:

x(t) = (λ2x(0)−ẋ(0))eλ1t−(λ1x(0)−ẋ(0))eλ2t

λ2−λ1

Fazendo agora, λ2 → λ1:

x(t) =

limλ2→λ1
(λ2x(0)−ẋ(0))eλ1t−(λ1x(0)−ẋ(0))eλ2t

λ2−λ1

que resulta em indeterminação.

Utilizando L’Hopital e calculando o limite de
λ2 → λ1, adotando λ2 = λ1 = λ:

x(t) = x(0)eλt − (λx(0)− ẋ(0))teλt

Exemplo: Considere o circuito da Figure 1



com R = 4Ω, L = 1 H, C = 1
4 F, v1(0) = 1

V, i(0) = 0 A. Ache v1(t), t ≥ 0.

Solução:

R
L = 4, 1

LC = 4

Equ. caracteŕıstica: λ2 + 4λ + 4 = 0

⇒ λ1 = λ2 = λ = −2

v1(t) = K1e
−2t +K2te

−2t

v1(0) = 1, v̇1(0) =
1
C i(0) = 0

obtém-se: K1 = 1, K2 = 2

⇒ v1(t) = e−2t + 2te−2t

cujo gráfico está apresentado na Figure 3.
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Figure 3: Resposta do circuito RLC com ξ = 1



C) ξ < 1

Quando ξ < 1 a equação caracteŕıstica terá
2 ráızes complexas conjugadas.

λ1,2 = −ξwn ± jwn

√
1− ξ2

onde j =
√
−1

Costuma-se escrever:

λ1,2 = −σ ± jwd

sendo: σ = ξwn parte real, wd = wn

√
1− ξ2

frequência natural amortecida

A solução:

x(t) = K1e
λ1t +K2e

λ2t



fica:

x(t) = K1e
(−σ−jwd)t +K2e

(−σ+jwd)t

ou:

x(t) = e−σt(K1e
−jwdt +K2e

+jwdt)

Lembrando a regra de Euler:

ejx = cosx + jsinx

após algumas operações, chega-se a:

x(t) = Ae−σt(cosθcoswdt− sinθsinwdt)

ou:

x(t) = Ae−σtcos(wdt + θ)



A e θ são determinados utilizando as condições
iniciais x(0) e ẋ(0).

Exemplo: Retomando o circuito da Figure 1
com R = 4Ω, L = 2 H, C = 1

20 F, v1(0) = 1
V, i(0) = 0 A, ache v1(t), t ≥ 0.

Solução:

R
L = 2, 1

LC = 10

Equ. caracteŕıstica: λ2 + 2λ + 10 = 0

⇒ 2ξwn = 2, w2
n = 10

⇒ wn =
√
10, ξ = 1√

10

⇒ σ = ξwn = 1, wd = wn

√
1− ξ2 = 3



⇒ λ1,2 = −σ ± jwd = −1± j3

v1(t) = Ae−tcos(3t + θ)
v1(0) = 1 = Acos(θ)

v̇1(0) = 0 = −Asin(θ)− Acos(θ)
resolvendo em A e θ:

A =
√
2 e θ = −45o

Finalmente:

v1(t) =
√
2e−tcos(3t− 45o)

cujo gráfico está mostrado na Figure 4.
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Figure 4: Resposta do circuito RLC com ξ < 1



D) Caso particular

Quando R = 0Ω, ξ = R
2wnL

= 0

⇒ wd = wn e σ = 0

e a solução fica:

v1(t) = Acos(wnt + ϕ)

A e ϕ são determinados a partir das condições
iniciais v1(0) e v̇1(0)

Note que:

i(t) = −Cdv1(t)
dt = AwnCsin(wnt + ϕ)

e, portanto, v1(t) no capacitor e i(t) no indu-
tor são sinais oscilatórios sem amortecimento



(oscila para sempre).

Lembrando que as energias em capacitores e
indutores são:

• εC(t) =
1
2Cv21(t) =

1
2A

2Ccos2(wnt + ϕ)

• εL(t) =
1
2Li

2(t) = 1
2A

2LC2w2
nsin

2(wnt + ϕ)

⇒ εtotal = εC(t) + εL(t) =
1
2A

2C

pois wn = 1
LC .

A energia total no circuito é constante no
tempo, migrando entre capacitor e indutor.

Exemplo: Seja o circuito da Figure 1 com
R = 0Ω, L = 10 H, C = 10µF, v1(0) = 1 V,
i(0) = 0 A. Achar v1(t) e a energia total no
circuito.



Solução: Como R = 0Ω, ξ = 0, σ = 0

wd = wn = 1√
LC

= 1√
10.10.10−6

= 100

⇒ v1(t) = Acos(100t + ϕ)

v1(0) = 1 = Acosϕ

v̇1(0) = − 1
C i(0) = −A100sinϕ = 0

⇒ ϕ = 0 e A = 1

v1(t) = cos100t V

i(t) = −Cdv1(t)
dt = 10−3sin100t

εC(t) =
1
2Cv21(t) = 5.10−6cos2100t

εL(t) =
1
2Li

2(t) = 5.10−6sin2100t



εtotal = εC(t) + εL(t) = 5.10−6 J = 5µJ

A Figure 5 mostra o comportamento da en-
ergia no circuito.
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Figure 5: Energia num circuito LC



2 Circuitos não autônomos de segunda
ordem

São circuitos RLC (ou variantes) com fonte
de tensão ou de corrente, como mostrado na
Figure 6.
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Figure 6: Circuito RLC com fonte

A diferença com relação ao caso autônomo é
a presença de uma fonte. Escrevendo as suas
equações (LKT, LKC, relação entre tensão e



corrente em cada componenteR, L eC), obtém-
se:

d2v1
dt2

+ R
L
dv1
dt + 1

LCv1 =
1
LCE(t)

v1(0) e
dv1(0)
dt = − 1

C i(0) dados

que é uma equação diferencial linear a coefi-
cientes constantes de segunda ordem.

Outras configurações de circuitos são posśıveis,
como em paralelo, misto, com fonte de cor-
rente, etc..

Em analogia ao caso autônomo, pode-se es-
crever:

d2x(t)
dt2

+ 2ξwn
dx(t)
dt + w2

nx(t) = w2
nE(t)

Adotando a metodologia utilizada no caso de



circuito de primeira ordem autônomo (solução
homogênea) e no método de coeficientes a de-
terminar apresentado no caso de circuito de
primeira ordem não autônomo, a seguir apresenta-
se alguns exemplos de abordagem na solução
conforme diferentes ξ e E(t).

Exemplo 1: Seja o circuito da Figure 6
com R = 15 Ω, L = 5 H, C = 1

10F, v1(0) =
0 V, i(0) = 0 A, E(t) = 5 V. Determinar
v1(t), t ≥ 0.

Solução: 2ξwn = R
L = 3 e w2

n = 1
LC = 2

Portanto: ξ = 3
√
2

4 > 1, wn =
√
2

A equação diferencial fica:

d2v1(t)
dt + 3dv1(t)dt + 2v1(t) = 10



com v1(0) = 0 V e v̇1 = 0 V/seg.

a) Homogênea:

d2v1h
dt2

+ 3dv1hdt + 2v1h = 0

Eq. caracteŕıstica: λ2 + 3λ + 2 = 0

⇒ λ1 = −1, λ2 = −2

v1h(t) = K1e
−t +K2e

−2t

b) Particular:

v1p(t) = Kp ⇒ Kp = 5

Portanto v1p(t) = 5

c) Completa



v1(t) = 5 +K1e
−t +K2e

−2t

Como: v1(0) = 0 e i(0) = 0 ⇒ v̇1(0) = 0

• v1(0) = 0 = 5 +K1 +K2

• v̇1(0) = 0 = −K1 − 2K2

Resolvendo:

K1 = −10, K2 = 5

Logo: v1(t) = 5− 10e−t + 5e−2t

cujo gráfico está na Figure 7 a seguir.
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Figure 7: v1(t) com ξ > 1



Note que a figura começa em v1(0) = 0 e
tende para o valor de regime v1(t) = 5 quando
t → ∞, que é a solução particular da equação
diferencial.

Concluindo, a parcela homogênea tende para
zero quando t → ∞ e, portanto, também
chamada de parcela transitória, e a solução
particular é o valor de regime.

Exemplo 2: Seja o circuito da Figure 6
com R = 4 Ω, L = 1 H, C = 1

100F, v1(0) =
0 V, i(0) = 0 A, E(t) = 5 V. Determinar
v1(t), t ≥ 0.

Solução: 2ξwn = R
L = 4 e w2

n = 1
LC = 10

Portanto: ξ =
√
10
5 < 1, wn =

√
10, σ =

ξwn = 2 e wd = wn

√
1− ξ2 = 2

√
24 ≃ 9.8



A equação diferencial fica:

d2v1(t)
dt + 4dv1(t)dt + 100v1(t) = 500

com v1(0) = 0 V e v̇1 = 0 V/seg.

a) Homogênea:

v1h(t) = Ae−2tcos(2
√
24t + ϕ)

b) Particular:

v1p(t) = Kp ⇒ Kp = 5

Portanto v1p(t) = 5

c) Completa

v1(t) = 5 + Ae−2tcos(2
√
24t + ϕ)



Como: v1(0) = 0 e i(0) = 0 ⇒ v̇1(0) = 0

• v1(0) = 0 = 5 + Acosϕ

• v̇1(0) = 0 = −2Acosϕ− 2
√
24Asinϕ

Resolvendo:

A ≃ 5.1, ϕ ≃ 168.463o

Logo: v1(t) = 5+5.1e−2tcos(2
√
24t+168.463o)

cujo gráfico está na Figure 8 a seguir.



0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

1

2

3

4

5

6

7

8
v1(t)=5+exp(−2t)cos(2sqrt(24)t+2.94)

t

v1
(t

)

Figure 8: v1(t) com ξ < 1



Nesta figura, novamente pode-se notar que
o v1(t) inicia em v1(0) = 0 e tende para a
solução particular quando t → ∞

Exemplo 3: Seja o circuito da Figure 6
com R = 0 Ω, L = 1 H, C = 1

4F, v1(0) = 0 V,
i(0) = 0 A, E(t) = 5 V. Determinar v1(t), t ≥
0.

Solução: 2ξwn = R
L = 0 e w2

n = 1
LC = 4

Portanto: ξ = 0, wn =
√
2 = 2, σ = ξwn =

0 e wd = wn

√
1− ξ2 = wn = 2

A equação diferencial fica:

d2v1(t)
dt + 4v1(t) = 20

com v1(0) = 0 V e v̇1 = 0 V/seg.



a) Homogênea:

v1h(t) = Ae−σtcos(wdt + ϕ)

com σ = 0 e wd = wn = 2

v1h(t) = Acos(2t + ϕ)

b) Particular:

v1p(t) = Kp ⇒ Kp = 5

Portanto v1p(t) = 5

c) Completa

v1(t) = 5 + Acos(2t + ϕ)



• v1(0) = 0 = 5 + Acosϕ

• v̇1(0) = 0 = −2Asinϕ

Resolvendo: A = −5, ϕ = 0

v1(t) = 5− 5cos(2t) = 5(1− cos2t)

Ou seja, oscila entre 0 e 2E(t) = 10 a uma
frequência de wn = 2 rad/seg.
Cabe lembrar que o peŕıodo de oscilação T é
da forma:

T = 1
f = 2π

wn
e que neste exemplo T = π.

A Figure 9 mostra o gráfico correspondente.
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Figure 9: v1(t) com R = 0Ω



Exemplo 4: Seja o circuito da Figure 6
com R = 0 Ω, v1(0) = 0 V, i(0) = 0 A,
E(t) = Ecoswt V. Determinar v1(t), t ≥ 0.

Solução: 2ξwn = R
L = 0 e w2

n = 1
LC

Portanto: ξ = 0, wn =
√√√√ 1
LC , σ = ξwn = 0

e wd = wn

√
1− ξ2 = wn

A equação diferencial fica:

d2v1(t)
dt + 1

LCv1(t) =
1
LCEcoswt

com v1(0) = 0 V e v̇1 = 0 V/seg.

a) Homogênea:

v1h(t) = Ae−σtcos(wdt + ϕ)



com σ = 0 e wd = wn

v1h(t) = Acos(wnt + ϕ)

b) Particular:

v1p(t) = Kpcos(wt + ϕ)

• dv1p(t)
dt = −wKpsin(wt + ϕ)

• d2v1p(t)
dt2

= −w2Kpcos(wt + ϕ)

Substituindo na equação diferencial e resol-
vendo em Kp e ϕ, obtém-se:

•Kp =
E

1−w2LC

• ϕ = 0

Portanto: v1p(t) =
E

1−w2LC
coswt



c) Completa

v1(t) = Acos(wnt + ϕ) + E
1−w2LC

coswt

• v1(0) = 0 = Acosϕ + E
1−w2LC

• v̇1(0) = 0 = −2Asinϕ

⇒ ϕ = 0, A = − E
1−w2LC

v1(t) =
E

1−LCw2(coswt− coswnt)

Para analisar quando w → wn, sejam L =
1 H, C = 1µF, E(t) = 5coswt ⇒ LC =
10−6 ⇒ wn = 1000

a) w = 100 rad/seg. (w << wn)

v1(t)
∼= 5.05(cos100t− cos1000t)



b) w = 500 rad/seg. (w < wn)

v1(t)
∼= 6.67(cos500t− cos1000t)

c) w = 900 rad/seg. (w próximo de wn)

v1(t)
∼= 26.31(cos900t− cos1000t)

Ou seja, à medida que w → wn, a amplitude
do sinal cresce, sendo que quando w → ∞
a amplitude de oscilação tende a ∞. Este
fenômeno é chamado de ressonância.

A Figure 10 apresenta esta situação.



0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
−60

−40

−20

0

20

40

60

v1(t)=e/(1−LCw2)(coswt−cosw
n
t)

t

v1
(t

)

o  w=100

*  w=500

−  w=900

Figure 10: Amplitude de v1(t) quando w → wn



Observação: Coeficiente de Qualidade de
um Circuito RLC

Foi visto que em circuitos RLC com ξ < 1,
tem-se:

vh(t) = Ae−σtcos(wdt + θ)

com σ = ξwn e wd = wn

√
1− ξ2

que é oscilatório.

Define-se Coeficiente de Qualidade Q
de um Circuito RLC como sendo:

Q = wn
2ξwn

= 1
2ξ

que, lembrando que 2ξwn = R
L e w2

n = 1
LC ,

fornece:



Q = 1
R

√√√√L
C

Assim, quanto menor o R, maior é o Q, que
significa maior qualidade do circuito RLC.
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