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EA513 I - Circuitos Elétricos 1
Cap. V - Circuitos de Segunda Ordem

Como visto no capitulo anterior, capacitores
e indutores sao elementos armazenadores de
energia. Assim, ao escrever um modelo matematico
de um circuito elétrico com dois ou mais indu-
tores e/ou capacitores, obtém-se equacao difer-
encial de ordem superior.

1 Circuitos autonomos de segunda or-
dem

Quando o circuito é do tipo RLC' (com um re-
sistor, um indutor e um capacitor), obtém-se
equacao diferencial de segunda ordem.



Circuitos autonomos de segunda ordem sao

aqueles sem fontes, como mostrado na Figure
1 a seguir (circuito RLC).

1

Figure 1: Circuito RLC" autonomo de segunda ordem

A chave é fechada em t = 0, quando v1(0) e ¢(0)
sao conhecidos, e as seguintes equacoes podem
ser escritas:

vgngi
vy = R
V1 = V2 + U3

Consequentemente: vy = Lgi +



Ou seja:
2
vy = —LCLY + RCY

Portanto:

d2”01 Rdvy 1 __
2 T L@ Trov1 =0

com v1(0) e dvcligo) — —%i(O)

que é uma equacao diferencial linear homogenea
a coeficientes constantes de segunda ordem.

Outras configuracoes de circuitos autonomos
de segunda ordem sao possiveis, como RLC
paralelo, misto, etc..

A literatura costuma escrever as equacoes
diferencias de segunda ordem na forma:



d?x(t d(t
—Tda;< ) 4 2Ewn, fli) +wia(t) =0

onde:

e w, = frequencia natural de oscilacao

e ¢ = fator de amortecimento

Analogamente ao visto em equacoes diferen-
ciais de primeira ordem, a solucao ¢ do tipo:

x(t) = KeM
Substituindo:
2
thKGAt + 2§wnc§ZtK6)‘t +wlKeM =0

que fornece:



A2+ 26wp\ 4+ w2 = 0

que € conhecida como equacao caracteristica
da equacao diferencial acima.

Ela ¢ um polinomio de segunda ordem, cuja
solucao fornece:

Ao = —&wp £ wp&? — 1

3 situacoes sao possiveis: &€ > 1, &€ = 1 e
&< 1.

A)E>1
Neste caso A1 9 sao raizes reais e distintas.

A solucao homogenea pode ser do tipo:



CheMt ou Cheot
Consequentemente a combinacao linear delas
tamém ¢ solucao homogenea:

z(t) = K1eMt + Kye2t

Os parametros K1 e K9 sao determinados

utilizando as condigoes iniciais x(0) e dfigj()).

Exemplo: Considere o circuito da Figure 1
com R =150, L=5H,C=01F, v1(0)=1
V. i(0) = —0.1 A. Ache v{(t),t > 0.

Solucao: Neste caso:

Notequlewn:3ew%:2:>wn:\/§
_ 3
65_2\/5'



Equacao caracteristica:

A +30+2=0

que fornece: A\{ = —1, A9 = —2
Portanto: v1(t) = Kje ! 4+ Koe 2

Como:

dvy (¢ _ o _
Uiﬁ( = dt(Kle b4 Koe Qt) = —Kje b
2Koe™

obtém-se: dvcllgo) = —K{—-2Ky=1

Resolvendo: K1 =3, K9 = —2



Ou seja: v1(t) = 37t — 22

cujo grafico esta mostrado na Figure 2.
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Figure 2: Resposta do circuito RLC' com & > 1



B)¢=1

Neste caso, &€ — 1 = 0 e, portanto, tera 2
raizes reais e iguais.

Para determinar a solucao deste caso, pode-
se fazer inicialmente A\{ # Ao e depois A9 —

A
Foi visto que no caso Ay # A9 tem-se:
x(t) = Kle)‘lt + ng)‘Qt
dz(0)

com z(0) e =z~ = 2(0) conhecidos.

Resolvendo para K e K9 utilizando as condicoes
iniciais, obtém-se:

Aoz (0)—2(0
K1: 2)\(2>_>\1(>



Ky = ~2l0=0)

Portanto:

r(t) = O\Qx(())_$<O>>6A;;:&)le(o>_$<O>>€A2t

Fazendo agora, Ao — A1

x(t) =

—2(0))eME—( Az (0)—i(0))er2!
lim)\z_»\l()‘?x(()) (0)) )}2_&?1 (0)—2(0))er2

que resulta em indeterminacao.

Utilizando L'Hopital e calculando o limite de
Ao — Aq, adotando Ao = A\{ = A:

z(t) = 2(0)eM — (Az(0) — &(0))te

Exemplo: Considere o circuito da Figure 1



comR:4Q,L:1H,O:1F,v1(0):1
V., i(0) =0 A. Ache vy(t),t > 0.

Solucao:

R _ 1

L=%rc=+4

Equ. caracteristica: M 4+AN+4=0
= )\1 = )\2 = A= —2

v1(t) = Kle_% + the_%
v1(0) = 1, 91(0) = &i(0) =0

obtém-se: K1 =1, Ko =2
= v1(t) = e 2 4 2te=?

cujo grafico esta apresentado na Figure 3.
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Figure 3: Resposta do circuito RLC com £ =1




C) &<

Quando & < 1 a equacao caracteristica tera
2 raizes complexas conjugadas.

Ao = —&wp & jupyl — €2
onde j = v/—1

Costuma-se escrever:

A2 = —0 % jwy

sendo: o = Ewy, parte real, wy = wnm

frequencia natural amortecida

A solucao:

x(t) = K1eMt + Kye2t



fica:

2(t) = Kielmo—jwalt 4 jgoe(=otjwa)t

x(t) = e (K e Wl 4 [Hetiwdl)
Lembrando a regra de Euler:

e)T = cosx + jsine

apoOs algumas operacoes, chega-se a:

x(t) = Ae %% (cosOcosw gt — sinfBsinw,t)

ou.

x(t) = Ae %tcos(wgt + 6)



A e 0 sao determinados utilizando as condicoes
iniciais £(0) e 2(0).

Exemplo: Retomando o circuito da Figure 1
comR:ZLQ,L:QH,C:QlOF,vl(O)zl
V,4(0) =0 A, ache vy(t),t > 0.

Solucao:

R _ I _
7 =2, 70=10

Equ. caracterfstica: A2 4+ 2\ + 10 = 0
= 26wy, = 2, wi = 10
_ _ 1
= wyn, = V10, f—m
=0 =E&wy =1, wy = wp|l — &2 =3



= M\ o= —0 =+ jwg = —1+j3

v1(t) = Ae teos(3t + 0)
v1(0) =1 = Acos(0)

v1(0) =0 = —Asin(f) — Acos(0)

resolvendo em A e 6:
A=+2e0=—45°
Finalmente:

v1(t) = v2e teos(3t — 45°)

cujo grafico esta mostrado na Figure 4.
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Figure 4: Resposta do circuito RLC' com £ < 1



D) Caso particular

Quando R =09, £ = 51t =0
= wg = wp e o =10

e a solucao fica:

v1(t) = Acos(wnt + ¢)

A e ¢ sao determinados a partir das condicoes
iniciais v1(0) e v1(0)

Note que:

i(t) = -C dvét(t) = AwpCsin(wnt + ¢)

e, portanto, v1(t) no capacitor e i(¢) no indu-
tor sao sinais oscilatorios sem amortecimento



(oscila para sempre).

Lembrando que as energias em capacitores e
indutores sao:

o co(t) = %C’v%(t) = %AQCCOSQ(wnt + @)
o 1 (t) = S Li*(t) = A’ LC*wlsin®(w,t + )

= Etotal = 5C<t> + 5L(t) — 1A2C

pOIS Wy, = %

A energia total no circuito é constante no
tempo, migrando entre capacitor e indutor.

Exemplo: Seja o circuito da Figure 1 com
R=0Q,L=10H, C =10uF, v1(0) =1V,
i(0) = 0 A. Achar v{(t) e a energia total no
circulto.



Solucao: Como R=08), £ =0,0 =0

| 1
p— p— p— :1
W = = e = Vioaoa0s

= v1(t) = Acos(100t + ¢)

v1(0) =1 = Acos¢
01(0) = —4i(0) = — A100sing = 0
=¢p=0eA=1

v1(t) = cos100t V

i(t) = —c?t) = 10-35in100t
ec(t) = 3Cv?(t) = 5.1070c0s2100¢

er(t) = JLi%(t) = 5.107Ysin?100¢



Etotal = €C’<t> + EL(t) = 5.10_6 J = 5/LJ

A Figure 5 mostra o comportamento da en-
ergla no circulto.
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2 Circuitos nao autonomos de segunda
ordem

Sao circuitos RLC' (ou variantes) com fonte
de tensao ou de corrente, como mostrado na
Figure 6.

E(t) C

- \i(t) +
vl(O) e i(0) dados

Figure 6: Circuito RLC' com fonte

A diferenca com relacao ao caso autonomo é
a presenca de uma fonte. Escrevendo as suas
equacoes (LKT, LKC, relacao entre tensao e



corrente em cada componente R, L e C'), obtém-
se:

dzvl Rduvq 1 1
artLa t revi = oE@)

v1(0) e dvc1l§0) — —%ji(()) dados

que € uma equacao diferencial linear a coefi-
cientes constantes de segunda ordem.

Outras configuracoes de circuitos sao possiveis,
como em paralelo, misto, com fonte de cor-
rente, etc..

Em analogia ao caso autonomo, pode-se es-
crever:

d°x(t da(t
FIl) 1 96w, D+ wla(t) = wi B (1)

Adotando a metodologia utilizada no caso de



circuito de primeira ordem autonomo (solugao
homogeénea) e no método de coeficientes a de-
terminar apresentado no caso de circuito de
primeira ordem nao autonomo, a seguir apresenta-
se alguns exemplos de abordagem na solucao
conforme diferentes £ e E(t).

Exemplo 1: Seja o circuito da Figure 6
ComR:15Q,L:5H,C’:&)F,vl(()):
0V,i0) =0A, E(f) =5 V. Determinar
vi(t),t > 0.

[\D

I

Wp = TC =
n:\/§

Solucao: 26wy, = % =3ew

5

Portanto: & =

A equacao diferencial fica:

Forft) 3800 | o (1) = 10




com v1(0) =0V e v =0 V/seg.

a) Homogeénea:

dzvlh
dt?

+ Sdzyl + 201, =0

Eq. caracterfstica: A2 4+ 3\ +2 =10
= AN =—1, A =-2

vip(t) = Kre ™t + Koe ™%

b) Particular:

v1p(t) = Kp = Kp =5

Portanto vy,(t) = 5

¢) Completa



vi(t) =5+ Kle_t + ng_%

Como: v1(0) =0ei(0) =0 = v1(0) =0

00 (0)=0=5+ K|+ K>
e 1(0)=0=—-K1 — 2Ky
Resolvendo:

K, =—10, Ky =5
Logo: vi(t) =5 — 10e~t 4 5e~%

cujo grafico esta na Figure 7 a seguir.
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Figure 7: v;(t) com & > 1




Note que a figura comeca em v1(0) = 0 e
tende para o valor de regime v1(t) = 5 quando
t — 00, que é a solucao particular da equacao
diferencial.

Concluindo, a parcela homogénea tende para
zero quando t — oo e, portanto, também
chamada de parcela transitoria, e a solucao
particular é o valor de regime.

Exemplo 2: Seja o circuito da Figure 6
ComR:4Q,L:1H,C’:1%OF,v1(O):
0V,i0) =0A, E() =5 V. Determinar
vi(t),t > 0.

R
L

Solucao: 2wy, = 7+ =4 e wl = 7o = 10

Portanto: & = @ < 1, wy, = V10, o
Ewp =2 e wy = wpyl —E2 =224~ 98



A equacao diferencial fica:

Fult) 4@t | 1000, () = 500
com v1(0) =0V e v =0 V/seg.
a) Homogeénea:

vip(t) = Ae ?lcos(2v/24t + @)
b) Particular:

v1p(t) = Kp = Kp =5

Portanto vy,(t) = 5

¢) Completa

vi(t) = 5+ Ae Zcos(2v/24t + ¢)



Como: v1(0) =0e4(0) =0= v1(0) =0

e v1(0) =0=5+ Acos¢
¢ 11(0) = 0 = —2Acosgp — 2v/24 Asing
Resolvendo:

A~>5.1, ¢~ 168.463°
Logo: v1(t) = 5+5.1e " cos(2+/24t+168.463°)

cujo grafico esta na Figure 8 a seguir.



vai(t)

v1(t)=5+exp(-2t)cos(2sqrt(24)t+2.94)

Figure 8: v(t)

com & < 1




Nesta figura, novamente pode-se notar que
o v1(t) inicia em v1(0) = 0 e tende para a
solucao particular quando ¢ — oo

Exemplo 3: Secja o circuito da Figure 6
comR:OQ,L:1H,C':}JLF,1)1(O):O\/7
i(0) =0A, E(t) =5 V. Determinar vy (t),t >
0.

=y

Solucao: 28wy, = 7 =0 ew% = iv =4

Portanto: £ =0, wy, = \/52 2,0 =E&wy =

Oewd—wm/l—ﬁ2 Wy, = 2

A equacao diferencial fica:

d*v(t
ult) 4 dyy () = 20

com v1(0) =0V e v =0 V/seg.



a) Homogénea:

v (t) = Ae %teos(wgt + @)
como=0ewy;=wp =2
vy (t) = Acos(2t + @)

b) Particular:

v1p(t) = Kp = Kp =5
Portanto vy,(t) = 5

¢) Completa

v1(t) = 5+ Acos(2t + ¢)



* v1(0)
® U (0)

0 =5+ Acosg
0= —2Asingo

Resolvendo: A= -5, ¢ =0

v1(t) =5 — 5cos(2t) = 5(1 — cos2t)

Ou seja, oscila entre 0 e 2E(t) = 10 a uma
frequéncia de wy, = 2 rad/seg.
Cabe lembrar que o periodo de oscilacao 1" é
da forma:

T = jlf = Z}; e que neste exemplo 7' = 7.

A Figure 9 mostra o grafico correspondente.



V(1)

10

v1(t) = 5(1-cos2t)

Figure 9: v (t) com R = 02




Exemplo 4: Seja o circuito da Figure 6
com R =0 Q, v1(0) = 0V, ¢0) = 0 A,
E(t) = Ecoswt V. Determinar v(t),t > 0.

Solugao: 26wy, = }E —0ecw) = %j

Portanto: &€ = 0, w,, = «ﬁj, o= E&wy =0
e wy = Wp 1 — &2 =wy

A equacao diferencial fica:

2
d 2%@) + ﬁjvl(zﬁ) = %ECOSwt

com v1(0) =0V e v =0 V/seg.
a) Homogenea:

v (t) = Ae %tcos(wgt + @)



com o =0ewy=wp
v (t) = Acos(wnt + ¢)
b) Particular:

v1p(t) = Kpcos(wt + ¢)

. dviﬁ@) = —wKpsin(wt + ¢)
2
. d—?fﬁ = —w?Kpcos(wt + ¢)

Substituindo na equacao diferencial e resol-
vendo em Ky, e ¢, obtém-se:

. E
° Kp — 1—w?LC

=10

B
1—w?LC

Portanto: vy,(t) = coswt



c¢) Completa

v1(t) = Acos(wnt + @) + 1_£L0003wt

E

® U] (O) —W2LO

e 91(0)

Acoso + 7

0
0= —2Asingo

_ Y )
= ¢=0,4= 1—w?LC

v1(t) = 1= LECwQ(coswt — coswpt)

Para analisar quando w — wy,, sejam L

1 H, C = 1uF, E(t) = bcoswt = LC
1070 = w,, = 1000

a) w = 100 rad/seg. (w << wy)

v1(t) = 5.05(cos100t — cos1000t)



b) w = 500 rad/seg. (w < wy,)

v1(t) = 6.67(cosb00t — cos1000t)

¢) w = 900 rad/seg. (w proximo de wy,)

v1(t) = 26.31(cos900t — cos1000t)

Ou seja, a medida que w — wy,, a amplitude
do sinal cresce, sendo que quando w — o
a amplitude de oscilacao tende a oco. Este

fenomeno é chamado de ressonancia.

A Figure 10 apresenta esta situacao.
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Figure 10: Amplitude de v;(t) quando w — w,



Observacao: Coeficiente de Qualidade de
um Circuito RLC

Foi visto que em circuitos RLC' com £ < 1,
tem-se:

vp(t) = Ae %tcos(w gt + 6)

com o = Ewp € Wy = W1 — &2

que € oscilatorio.

Define-se Coeficiente de Qualidade ()
de um Circuito RLC como sendo:

1

Q = g0, = 2

2 1
Wn = TO»

H:U

que, lembrando que 2&w, =
fornece:



Q=Ine

Assim, quanto menor o R, maior € o (), que
significa maior qualidade do circuito RLC'.
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