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EA513 I - Circuitos Elétricos 1
Cap. IV - Circuitos de Primeira Ordem

Capacitores e indutores sao elementos ar-
mazenadores de energia modelados como:

e Capacitores: i(t) = d%l — C’d;’
e Indutores: v(t) = CCZ\ _ Lﬁlzi

Portanto, ao escrever um modelo matematico
de um circuito elétrico com indutores e/ou ca-
pacitores, obtém-se equacao diferencial.



1 Circuitos autonomos de primeira or-
dem

Quando o circuito é do tipo RC' (com um re-
sistor e um capacitor) ou RL (um resistor e
um indutor), obtém-se equacao diferencial de
primeira ordem.

Circuitos autonomos de primeira ordem sao
aqueles sem fontes, como mostrado na Figure
1 a seguir (circuito RC').
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Figure 1: Circuito RC autonomo de primeira ordem

A chave é fechada em t = 0 e as seguintes



equacoes podem ser escritas:

11+ 19 =0

- dv
lecdt

V9 = Rio = 19 =
vl = 02

Consequentemente:

TS

ou, rearrumando:

dc%l + Rlcvl =0, v1(0) conhecido

que ¢ uma equacao diferencial linear homogenea
a coeficientes constantes de primeira ordem.

A equacao acima pode ser colocada na forma:



Logo, a derivada de vy é proporcional a vy.
A funcao que satiztaz esta condicao é do tipo:

v1(t) = keM

com A e k desconhecidos. Esta expressao
deve satistazer a equacao diferencial:

9(keM) = (= gr)he
= A= —pn
S
o que fornece: vi(t) = ke™ RC
Mas para t = 0, v1(t) = v1(0) conhecido.

Logo, a solucao é:



v1(t) = vy (0)e~ RO

onde RC' recebe o nome de constante de
tempo.

Para RC = 1 e v1(0) = 1, o grafico de vy
em tuncao do tempo t fica como mostrado na
Figure 2.



exp(-t)

Figure 2: Circuito autonomo de primeira ordem



Do grafico, € possivel notar que:

ot =0:v(t)=0v(0)=1

ot =1 v(t)=v(0)e ! =0.37v(0)
ot =2 v(t)=v(0)e?=0.13v(0)
ot =23 v(t)=v(0)e 3 = 0.050(0)

ot =4: v(t) =v(0)e* = 0.020(0)

Considerando em termos percentuais, houve
reducao em relacao ao valor inicial, de aproxi-

madamente:

ot =0: Av=0%
ot =1: Av=63%
ot =2: Av=87T%
ot =23 Av=95%
ot =4: Av = 98%



A literatura adota as seguintes denominacoes:

e t = (: condigao inicial ou valor inicial (CI)

et — o00: valor em regime permanente ou
valor de regime

Frente ao exposto, normalmente considera-
se que para t > 4RC' o sistema entrou em
regime permanente ou em regime (depende da
precisao desejada).

Na Figure 3, ¢ mostrado um circuito RL
autonomo.

Onde: L —I-R’L—O
ou. dt"_LZ—O

que é uma equacao identica ao de RC', tro-
cando C' por L e }% por R. Portanto, a solucao



t=0

l it)

1(0) conhecida

Figure 3: Circuito RL autonomo de primeira ordem

D~

Obs.: Pode-se escrever:

di _ _ R,
dat — L
di = —Bidt

di _ R
i By



[ntegrando no intervalo ¢(0) e i(t):

2 Circuitos nao autonomos de primeira
ordem

Sao circuitos RC' ou RL com fonte de tensao
ou de corrente, como mostrado na Figure 4.
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Figure 4: Circuito RC com fonte



Como:

o LKT: Ri(t) + v(t) = E(#)
o i(t) = C'dzl(tt)

obtém-se:

RC d%p +v(t) = E(t), v(0) conhecido

que é uma equacao diferencial de primeira
ordem nao autonoma.

De forma semelhante, para um circuito RL
com fonte de tensao em série, obtém-se:

difh) L Ri) = LE(1)

Existem algumas formas para resolver a equacao
diferencial acima, como féormula geral, método
de coeficientes a determinar, transformada de



Laplace, etc.

A seguir o método de coeficientes a determi-
nar € apresentado de forma resumida.

Seja a equacao diferencial:

T L2 (t) = f(t)

e pode-se aplicar a propriedade de super-
POSICAO:

a) Anulando a fonte f(t) (considerando a
condigao inicial):

dxy, (t
TP 4y (1) = 0

b) Considerando f(?):



T L) = F(t)

e 1} (t) é chamada de solugao homogénea

e ,(t) ¢ chamada de solucao particular

(para cada f(t))

A solucao completa ou geral é a soma
das duas partes:

v(t) = wp(t) + xp(t)
xy,(t) é obtida como visto em circuitos autonomos.

Para obter (%), utiliza-se a propriedade:

. df d>f  dFf
.Se f(t) e suas derwadas i, 7, gk forem
linearmente independentes (L), existe uma
solugao particular xp(t) que € uma combinagao

linear de f(t) e de suas deriwadas



Ou seja:

d d’ d"
Tp(t) = aof(t)+ algé + agﬂg + o+ ak#
Os coeficientes ay, aj, ag, ..., aj. sao determi-
nados substituindo z;(¢) na equagao do item
b) acima.

A propriedade acima permite estabeler a tabela
que segue.

f(t) p(t)
E(t) Constante K constante
Ee—a,t er—at

Z?:O CLZ'ti Z’?:O K piti

Ecos(wt + ¢) | Kccos(wt 4+ @)+
Kgsin(wt + ¢)

A seguir, alguns exemplos sao apresentados,



utilizando o circuito RC' nao autonomo visto
acima;

RC d%tt) +v(t) = E(t), v(0) conhecido

que pode ser escrito:

d?c}ip T 77 v(t) = %E(t), v(0) conhecido

Exemplo 1: E(t) = E constante

a) Solugao homogenea vy, ():

dv (t)

T RO vp(t) =0
Como visto em circuitos autonomos:

1
Uh(t) = Khe_mt

b) Solucao particular



dv7f<>+RC vp(t) = g B

Da tabela acima: vy(t) = K, onde K ¢
uma constante

Substituindo na equacao diferencial em vy:

e
“E+ rcoKp=rcE

= K, = F

= up(t) =F

¢) Solucao completa:

o(t) = vy (t) + vy(t) = Kpe ROt + B

O valor de K} é determinado utilizando a
condigao inicial v(0) conhecido:



Para t = 0:

v(0) = Kje R + B = Ky + E
= K, =v(0) — E

Solucao completa:

o(t) = (0(0) — B)e"RCt + B
Rearranjando:

o(t) = v(0)e RC! 4 E(1 — ¢~ ROt
o (v(0) — E)e_RlCt é sol. homogénea

e [/ ¢ sol. particular

|
o v(0)e  RC! é resposta a entrada nula



|
e £(1 — e  RCY) é resposta & CI nula

Para R = 5kQ), C = 1uF, E = 12V,
v(0) = 2V, tem-se:

RC =5.10%.1.1070 = 5.1079
= 5 = 200

e a solucao fica:

v(t) = 12+ (2 — 12)e 2
v(t) =12 — 10e 20

cujo grafico esta na Figure 5. Note que para:

ot=0: v(0)=2V
ot >00: v(t)=12V
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V(t)=12-10exp(-200t)
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Figure 5: Resposta do circuito RC' exemplo
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Obs.: Lembrando que () = CUC%), pode-se
escrever:

Considerando v(0) = 0, nota-se que (ver Fig-
ure 4):

ot:O:i:géCécurto
ot —00:1=0= Céaberto

Observacao 1: Para circuito RL com fonte
de tensao como mostrado na Figure 6, seguindo
os passos do caso RC', obtém-se:

o+ fi=1E



E(t)

1(0) conhecido

Figure 6: Circuito RL nao auténomo

o R,
Sol. homogeénea: 1j,(t) = Kpe™ L

Sol. particular: ip(t) = g

e a solucao completa:



o que fornece, quando ¢(0) = 0 (ver Figure
6):

ot =0:v(t) = F = L ¢ aberto
ot — 00 :w(t)=0= écurto

Resumindo:

e{ = (0 : um capacitor se comporta
como curto

e{ — 00O : um capacitor se comporta
como aberto

et =0 :um indutor se comporta como
aberto

ef{ — o0 : um indutor se comporta
como curto

Observacao 2: Para circuitos de primeira or-
dem com entrada constante, pode-se determi-



nar uma solucao utilizando a expressao:
z(t) = w(00) + (2(0) — x(c0))e ™

onde:

e 2(0) = condicao inicial
e z(00) = condigao final
e )\ = inverso da constante de tempo

Exemplo 2: E(t) = Ee~%

a) Solugao homogenea vy, ():

dvuy, (t 1
B+ Roun(t) =0
Como visto em circuitos autonomos:

1
Uh(t) = Khe_mt



b) Solucao particular

duy(t 1 _
575 > + Rcvp(t) = E@ at

Da tabela:

Substituindo na equacao diferencial:

—at 1 —at _ FE _—at
—aer -+ pr@ — me
. E
= Ky = 1—aRC
E —at

LOgO: Up<t) — m@
¢) Solucao completa:

1
_ 1y E
U(t) — Kh@ RC -+ m@ at



Logo, para t = 0:

Kp, =v(0) — —tpn

E _ L E
o(t) = (0(0) = j=Epe)e ROt + et

que pode ser reescrita como:

1 1
v(t) = v(0)e RO 4 [ Ep o (e7 % — eRrCY)

Esta expressao ¢ valida para a # %

Quando a — % tem-se a situacao de res-

sonancia. Para obter a nova solucao, determina-

se limite para a — %

t
- - : E(e”®—¢eRC)
v(t) = v(0)e” RC +lim 2 1=aRC

Aplicando a regra de L’Hopital:



Ou seja:
t t
v(t) = v(0)e RC + A te” RO

Se R = 1kQ, C = 1mF, v(0) = 0.5 V.
E(t) = et obtém-se:

v(t) = 0.5t +te?

cuja resposta esta mostrada na Figure 7.



v(t)=.5exp_t)+texp(-t)

Figure 7: Resposta do circuito com ressonancia

Exemplo 3: Seja o circuito mostrado na
Figure 8, com: I(t) = 15 mA, R1 = 60k,
R2 = 10k€), R = 20kS). A chave ficou fechada

por um longo periodo e ¢ aberta em t = 0. De-
termine:



Figure 8: Circuito do exemplo 3

1. v(0T)

2. Constante de tempo em ¢ > 0
3.v(t), t >0

4. Energia no capacitor em t = 0~

5. Tempo necessario para dissipar 75% da en-
ergia armazenada no capacitor em t = 0~

Exemplo 4: Seja o circuito mostrado na
Figure 9, com: FE(t) = 100 V, R1 = 209,
R2 =50, R = 4€). A chave ficou fechada por
um longo periodo e é aberta em t = 0. Deter-
mine:



Figure 9: Circuito do exenplo 4
i(07)

. Constante de tempo em ¢t > 0
Ji(t), t >0

Energia no indutor em ¢t = 0™

. Porcentagem da energia armazenada no in-
dutor em ¢ = 0~ dissipada no resistor de
4€) até o instante ¢ = 5 mseg.



Solucao de equacao diferencial por
fator integrante

Considere a equacao:

G falt) = 260

Multiplicando esta equacao por uma tuncao
h(t) que recebe o nome de fator integrante:

At 5 + ) = " £t
Como: 4 ((t)z(t)) = h(t)2) 4 b))

escolhendo h(t) tal que d%f) = hj@, obtém-

SE.

d(h(t)a(t)) = M r (1)



Escolhendo h(t) =

t
(que satisfaz d%f) — %QT _ hj@))

eTa(t)) = f(t)

Integrando:

eTa(t) — 2(0) = J! 6Tf< dr (1)

Consequentemente:

A segunda parcela da soma recebe o nome
de integral de convolucao.
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