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EA513 I - Circuitos Elétricos 1

Cap. II - Circuitos Resistivos Simples

- Circuitos 86 com resistores: para estudar
as propriedades de circuitos elétricos.

- Baseadas nas equacoes dos bipolos, LKC e
LKT.

- Idéia: simplificar os circuitos para diminuir
a quantidade de variaveis.



1 Resistores em Série, em Paralelo,
Propriedades

1.1 Em série

- Dois ou mais resistores em série sao percor-
ridos pela mesma corrente.
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Figure 1: Resistores em série

- Na Figurel(a):
V =0, + vy = Rli+ R2i=(Rl+ R2).
- Na Figurel(h):



- Portanto: Req = R1 + R2

- Generalizando: Req = X1 R,

1.2 Em paralelo

- Dois ou mais resistores em paralelo tem a
mesma tensao.

@ (b)
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Figure 2: Resistores em paralelo

- Na Figure2(a):

: . vV
I=i1+i=p+m=(g TtV



- Na Figure2(b):

[ =gV

- Portanto: Rleq = }%1 + }%2

- Generalizando: }-{e =20 R

- Exemplo:

Seja o circuito a seguir, com V = 12 V.,

R1 =10, R2 = 20) e R3 = 2(). Determine 71
e V9.

Solucao:
A) Utilizando as leis de Kirchoff:

b=4 n=3= n—1=2 equacoes de cor-



’ v2 S Ro V3 2R3
v4=12 V T ! ) -
m1 m2

Figure 3: Exemplo de aplicacao de simplificagoes de circuito utilizando resistores em série
e paralelo

rente independentes e b— (n—1) = 2 equagoes
de malha independentes

end 1: 14 =11

®nb 2. 11 =19+ 13

e malha 1: v{ +v9 = vy
e malha 2: v9 = v3

o v = Ry

e 1y = Ryl

o U3 = 313



oy =12V

- 8 equacoes a 8 incognitas. Resolvendo:
11=6A, v5=0V.
B) Aplicando simplificagoes

- Req € equivalente a soma de R com o re-
sultado de R9 em paralelo com Rs.

WB
+

, v2>20m /Y3 2 20mm
v4=12V§>T 4 ] -

e

11

vA=12V C? Regr 2 Ohm

Figure 4: Simplificacoes de circuito utilizando resistores em série e paralelo




“Reg=1+ 1, =1+1=20
2717

- Logo: i1:122:6Aev2:%12:6V.

1.3 Propriedades de circuitos elétricos
lineares

Considere o sistema mostrado na Figure 5.
Se f(.) ¢é um sistema linear, a seguinte pro-
priedade é valida:

X
— f()() y —
Figure 5: Sistema linear
y1 = flz1)
yo = [(x2)

= oy + By2 = flaw + Brg).



- Consequentemente valem as propriedades
de proporcionalidade e de superposicao.

- Na proporcionalidade, pode-se escolher uma
grandeza, resolver o circuito a partir dela e de-
terminar a diferenca em relacao a uma grandeza
conhecida, Depois faz-se a correcao utilizando
a proporcionalidade encontrada entre o valor
calculado e o correto.

- A superposicao € utilizada quando se tem
mais de uma fonte num mesmo circuito. Se
tem 2 fontes, considera-se uma delas e resolve-
se o circuito anulando a outra e depois anula-
se a primeira e considera-se a segunda. Apos,
soma-se os resultados.

- Observacao: anular uma fonte de tensao é
fazer tensao zero, ou seja, um curto e anular



uma fonte de corrente é tazer corrente zero, ou
seja circuito aberto.

A) Exemplo de proporcionalidade:
Achar o valor de v4 do circuito da Figure 6.

'19 30hmn 2 i3 20hm

|2+ v3 - N ‘im

4 Ohm v4d < 2 0hm
Vg=20V @ :

Figure 6: Circuito linear

Suponha que v4 = 1 V. A partir disso, é
possivel calcular as correntes e tensoes até chegar

a Vy:



1 30mm g, i3 20Mm

———‘W/VL*"—’W\/—' _
+ vl - i/i2+ v3 - i/|4

4 Ohm 20hm '

+
v2 v4=1V
Vg @ , -

Figure 7: Proporcionalidade

nol

A

oij =igtiz=s+s=1A= v =31=3
v

o= Vy=vi+uv9=3+2=5V

A diferenca é de k.5 =20 = k = 4.
Logo, vy =k.1=41=4YV.
Esta proporcionalidade vale para todas as grandezas
calculadas.

|
N\
DO —

e = 1 =v3+v4=2V =1

B) Exemplo de superposicao

Seja o circuito da Figure 8, com R = 10£),



Ry = 1052, R3 = 552, Ry = 101}, Ry = 5f),
Ve=80V, Iy =20 A.

'1> RL no1 i3 R3 po2 R5

Figure 8: Superposicao

Ache os valores de 11, 79,13, 14.

- Anulando a fonte de corrente:

ila> 10 Ohm no 1 i?a 50hm no 2 5 Ohm
Vla -

¢|+V%1+Aa

DV% 10@ v4< 10 Ohm
80V ) -
P |

1 m2

‘ +

Figure 9: Anulando a fonte de corrente

Como Req € resistencia de 10€2 somado com
de 10€) em paralelo com resistencia de 5{) em



séria com de 10€2, tem-se:

® Reg = 10 + 10 em paralelo com 15

® Reg = 10 + 6 = 1612

o= i, =50=5A=v,=105=50V
eml: 80 = vy, + vy = D0 + vy,

o= vy =30V =i, =) =3 A

® 10 1: 114 = 194 + 134

65 =3+4+13, =13, =2 A

® N0 2. 13, = l4q = t4g = 2 A

- Anulando a fonte de tensao:

Neste caso, tem-se Rgq4p igual a resistencia

de 10€) em paralelo com de 10{) em série com
de 5¢2:

® Reg1 = (5) + 5 = 1012



ilp_100hm no1 '30 50hm pq 2 5 0hm

A

3 V%Tlo C@ vﬁbT 10 Ohm %D 0A

m1 m2

Figure 10: Amulando a fonte de tensio
o n6 2: 20 = 14 + (—igp)

Como Ry = Reqp = 1082

o iy = (—igp) =% =10 A

e =1y =10A 13=—10A

® N0 1: i1y = 19p + 13p = top — 10

o i+ 10 =19 = 10 = —iqp + 19y
eml: 10.77; + 10.795 = 0

® —iyp =gy = —ip = lgp =D A

- Somando as partes:



i1:i1a+z’1b:5+(—5):0
19 =19q +29p =3+ 0 =23

i3 = 13q + 13, =2+ (—10) = =8
1y = t4q +24p =2+ 10 =12

C) Divisor de Tensao e Divisor de Corrente

- Divisor de tensao divide a tensao de
forma diretamente proporcional aos seus val-
ores:

- Seja a Figure 11:

Como V = vy 4+ v9, v1 = R1.2, v9 = Ro.1
= V = (Ry + Ry)i

_ 1
b= R1+R9 4
portanto:

_ R
U1 = RH—RQV



—/\V =T
R1 ‘ ii
+
v2 R2
\ ]
Figure 11: Divisor de tensao
_ R
U2 = R+ Ry 4

ou seja, i1 e Ry dividem a tensao V' propor-
cionalmente aos seus valores.

- Divisor de corrente divide a corrente
de forma inversamente proporcional aos seus
valores:

- Seja a Figure 12:

I =114+



ol

@ V R1 v R2
| ’ _

Figure 12: Divisor de corrente

masilzgeigzgilz(}%lJr}%z)V
ou seja: [ = R1+RQV =V = R}ER@]

portanto:
i1 = iy |
1 = R+ R

. Rl
12 = R1—|‘R2]

ou seja, divisor de corrente divide a corrente
de forma inversamente proporcional aos seus
valores.



2 Equivaléncia Estrela-Triangulo

E possivel fazer transformacoes de estruturas
de circuitos que estejam numa configuracao es-
trela para triangulo e vice-versa.

A

3 2 3 Rb
@ (b)

Figure 13: a) estrela b) triangulo

Para deduzir as configuracoes equivalentes,
procura-se adotar as igualdades:

R1 + R3 = R. em paralelo com (Rq + Ryp)
Ry + Ry = Ry em paralelo com (R + R
Ry + R3 = Ry em paralelo com (Rq + R¢)




Resolvendo sistema de 3 equacoes a 3 incognitas

€11l Ra, Rb, RC:

R, — RiRo+R1R3+RoR3
a — R

Ry — RlRQ—l—Rl?{g—i—RgRg
b— R

R.— RlRQ—I—le}’/g—FRgRg)
C R2
Resolvendo sistema de 3 equacoes a 3 incognitas

em R, Ry, R3:

_ __ RyR.

Ry = go—b
Ro+Ry+Re

R . Rb%c
3T Ra+Ry+R.

Exemplo: Seja o circuito da Figure 14 com
R1 = 1€), Ro = 40€), Ry = 10£), R4 = 50(),
Ry = 150), V; = 24 V. Determine a corrente
2.



RS

Figure 14: Exemplo

3 Circuitos Equivalentes de Thévenin
e de Norton

Muitas vezes é possivel simplificar parte de um
circuito por uma fonte + resistor (circuitos re-
sistivos) com utilizagao dos principios de sub-
stituicao e de superposicao. Considere o cir-
cuito da Figure 15.



lext
e

+

Ve2<t
5

Circuito A Circuito B

Figure 15: Um circuito elétrico

3.1 Equivalente Thévenin

Aplicando o principio de substituicao ao cir-
cuito B da Figure 15, obtém-se o circuito da
Figure 16:

lext

%

+
Circuito A Vet

Figure 16: Aplicando principio de substituicao

A seguir, aplica-se o principio de superposicao
e obtém-se os circuitos a) e b) da Figure 17.



o —o—° Circuito A
Circuito A Vin + morto - i
vivo = v ext
o - Rih .

(@ (b)

Figure 17: Aplicando principio de superposicao

A Figure 17 (b) permite escrever:

v; = —Rypiert € de (a) e (b), tem-se:

Vext = Vin + i = Vi — Riplent

ou seja: Vip = Vegt + Riplext

que equivale ao circuito da Figure 18, que

¢ chamado de Circuito Equivalente de
Thévenin.



th -
Vin @ \ext Circuito B

Figure 18: Equivalente de Thévenin

3.2 Equivalente Norton

Analogamente, aplicando o principio de sub-
stituicao ao circuito B da Figure 15, obtém-se
o circuito da Figure 19:

Circuito A
morto Q Vext
Rih

Figure 19: Aplicando principio de substituicao

A seguir, aplica-se o principio de superposicao
e obtém-se os circuitos a) e b) da Figure 20.



o Circuito A
Circuito A + morto y
Vivo = ext

o — Rih

€) (b)

Figure 20: Aplicando principio de superposicao

A Figure 20 (b) permite escrever:

i = ptede (a) e (b), tem-se:

th
iext:]N‘Fi:]N_?ﬁ;f
ou seja: Iy = feqt + ?ﬁf}f

que equivale ao circuito da Figure 21, que
¢ chamado de Circuito Equivalente de
Norton.

Observacao:
Como iept = I - %
Vext = Vit — Riplext



| ext

O

(D

e
Vext
P

Circuito B

Figure 21: Equivalente Norton

= Vi, = Ryl




Resumindo:

+
Circuito A _
_ Vth‘ v aberto
Vivo
Circuito A InE leurt
. curto
ViIvo ¢ N”
Circuito A

Morto R th

Figure 22: Equivalente Norton

Exemplo: Seja o circuito da Figure 23, com
Ry = 90, Ry = 20§}, Ry = 48), Iy = 3
A, Vg = 25 V. Ache o circuito equivalente
Thévenin do circuito a esquerda do terminal

(a,b).



T
o O

R1 I R3

Figure 23: Equivalente Norton

Resolucao:
A) Vyy, por superposicao

A.1) Da Figure 24 (anulando fonte de cor-
rente):

R1 ’ R3 a
+
R2 % Vtha
Vg -
| b
@

Figure 24: Equivalente Norton

Viha = 20+5 =20V



A .2) Da Figure 25 (anulando fonte de tensao):

—/\— | V0
R1 I R3 a
+
Re % CD g V thb
| :
—0

Figure 25: Equivalente Norton

Vinp = 52=(3).5 =12V

Logo: Vip, = Vipa + Ving =20+ 12 =32V
B) Ry, (anulando as duas fontes)

Da Figure 26:

Ry, = 44-(20 em paralelo com 5) = 444 =
&)



— W\ /N """
R1 ’ R3 a
R2 % R'[h
| b
O

Figure 26: Equivalente Norton

Logo, equivalente Thévenin na Figure 27:

%"O a
Rip™ 8 Ohm

=32V
Vin

—O b

Figure 27: Equivalente Norton




3.3 Equivalente Thévenin e Norton com presenca de fonte vin-
culada

Vale quando nao tem fonte vinculada ao A em
B e vice-versa (ver Figure 15).

Exemplo: Seja o circuito da Figure 28. De-
termine o equivalente Thévenin e Norton cor-
respondente do circuito a esqueda do terminal

(a,b).

i2 21 i4  30hm
—/\—=>0 a
: ' v4 -
+

40hm  V3<60hm
10A CP vi )
| | O b

Figure 28: Circuito com fonte vinculada

A) Iy (poderia ser Vi)

Da Figure 29, tem-se:



no 1 %_@no 2 —= n%s
. a + v4
vi 4%@ v3 60hmj $ IN
10A @ : . -
b

Figute 29: Iy
eno 1: 10 =11+ 19

® 10 2: 19 =13+ 1y

®n0 3 1y =1y

eml: —2i1 +6i3 —4i1 =0
e m2: 314 — 6i3 =0

5 equacoes a b incognitas. Resolvendo:
In=5A
B) R,

Fonte vinculada nao pode ser anulada. Por-
tanto, pode-se achar V}y, e depois fazer Ryj, =



vV, -
[f\i; ou anular as fontes nao vinculadas, colocar

uma fonte V. entre os terminais (a,b), resolver,
obtendo corrente I na fonte V.. colocada e cal-

cular Ryj, = ‘[/;f

Resolvendo via primeira opgao (ver Figure

30):

Figure 30: Vjy,

eno 1: 10 =11+ 19

® 110 2: 19 = 13 pois 14 = 0

eml: —211 + 615 —411 =0

e m2: Juy+ Vi — 613 =0 = V}y, = 613



4 equacoes a 4 incognitas. Resolvendo:
Vi, =30V
Consequentemente: Ryj, = ‘ﬁ\? = 350 = 6f)

Resposta na Figure 31.

—O g Oa
R =6 0hm |
th _
Vth_ 30V
oOb \ Ob
Thevenin Norton

Figure 31: Equivalentes Thévenin e Norton do circuito da Figure 28

3.4 Transferéncia maxima de poténcia para carga

Na pratica, as fontes nao sao ideais
Tensao (em fontes de tensao) ou corrente (em
fontes de corrente) nao sao constantes com a



carga.
Para representar esta situacao, coloca-se como
nas Figure 32 (fonte de tensao) e 33 (fonte de
corrente).

a =
—/\V = —O
Rg + /
Vg v RL
fonte de tensao b

Figure 32: Fonte de tensao

onde:

oV, = fonte de tensao ideal
° [, = fonte de corrente ideal

° Rg — resistencia interna da fonte



e RL = carga

e v = tensao sobre a carga RL

e ; = corrente fornecida a carga RL

+
C) g Rg | v RL
fonte de corrente \B

Figure 33: Fonte de corrente

Na Figure 32, como v = RL.7:

RL

_ .
V=R yRrr-Vg comi=p trrVy

Na Figure 33, como i = 57



Ry RyRL
1= g, yRL-1g comv =g pr-Ig

Note que, na Figure 32:

Vi

PRL =Vt = (Rg+RL)

e, portanto, é possivel calcular a maxima
transterencia de potencia para a carga RL:

WRL — () = R, = RL

Para provar que ¢ maxima transterencia, basta
verificar que:

52
spry <0



4 Meétodo dos Nos e Método de Mal-
has, Sistematizacao

Os conceitos de tensao nos nos e corrente de
malhas vistos em 1.3 sao utilizados aqui.

4.1 Meétodo de nos

Este método consiste em escrever as equacoes
do circuito em termos das tensoes nos nos.
Como em circuitos elétricos com n nés, tem-
se (n — 1) nds independentes, resultam em
um sistema de (n — 1) equagoes a (n — 1)
incognitas (bem menor do que 2b equacoes a
2b incognitas).

Consiste dos seguintes passos:

1. Associar tensoes e, a cada um dos n nos



4.

Exemplo:

do circuito e escolher um no de referencia,
associando tensao nula (por exemplo, eg =

0).

. Escrever as equacoes de LKC, uma para

cada um dos (n — 1) nds, em funcao de
€L

e e
@L R K _—@B

Figure 34: Corrente em funcao das tensoes nos nés

V. _ Ca—€p

=R, TR

. Resolver as n—1 equacoes a n—1 incognitas,

obtendo os valores de ej., k =1,n — 1.

ik = Rk C Uk = Rk.ik.




Seja o circuito da Figure 35. Determine 1,
19, 13, 14, 15, V1, U9, U3, V4, vUs utilizando o
metodo de tensao nos nos.

+ Vb -
e
i5 R5
+ vl - 2 + v3 -
' 5 | — R3 3

IG\L 11 R1 IZ\L + i3 i \L +

+ 2
(1) ve Rz > R4%V4
| 1

4

Figure 35: Exemplo - método dos nés

Solucao:

e Passo 1: fiy =0

e Passo 2:



nol : 11+ 15+ 16 =0

A
Rearrumando:

(] vs T
= R, + R: I =0
e1—ey |, e1—e3 _
= 72+ Gpcs =
no2 : —11+19+13=0
_ Y U2 v3 _
= R TR, TRy — 0
_€1—¢2 €2 €2—€3 __
— 122 -+ R -+ Ry
nos : —13 + 14 — 15 = (
__ U3 Vg _ U5 __
= Ra + Ry Rs 0

que pode ser colocado na forma:

__62—€3 €3 _ €1—€3 _
= Rg + R R5 = ()



41 1 1 F
R1 ' Rj R Rs €1
111 1 .
R Ry " R Rs Ry 2
_L _% L + 1 + 1 €3
Rs R3 Ry " Ry " Ry
5
= |0
_O_

ouseja: Ye=If, =e=Y1If

onde:

Y = matriz de admitancia
e = vetor das tensoes nos nos
If = vetor das fontes de corrente

e Passo 3: Resolvendo, obtém-se e1, e9 e e3

e Passo 4: Calcula-se (i, vp.), kel, b




4.2 Método de corrente de malhas

Consiste em escrever as equacoes do circuito
em termos das correntes das malhas. Como
em circuitos elétricos com n nds, tem-se |b —
(n — 1)] nds independentes, resultam em um
sistema de [b— (n—1)] equagoes a [b— (n—1)]
incognitas (bem menor do que 2b equacoes a
2b incognitas).

Consiste dos seguintes passos:

1. Associar correntes J;. a cada uma das [b —
(n — 1)] malhas do circuito.

2. Escrever as equacoes de LKT, uma para
cada uma das [b — (n — 1)] malhas, em
funcao de Jj., utilizando:

V. = R/{rik — Rk°(<]l — Jm)



e + Vk - e
AN (3
o—| Ry +——©
[ =7
k Jm

Figure 36: Tensoes em funcao das correntes de malhas

pois: i = J; — Jm

3. Resolver as [b — (n — 1)] equacoes a |b —
(n — 1) incognitas, obtendo os valores de
J,k=1,b—(n—1).

4, ik — Jl — Jm € VL = Rk-i/{-

Exemplo:
Seja o circuito da Fugure 37. Determine 1,

19, 13, 14, 15, V1, U9, U3, V4, vUs utilizando o
método das correntes de malhas.



15 3
1 +Vl'2J3 + v3 -

- . — R
i6¢ 11 R1 |2¢' + i3 3 i4¢ +
V2
m1l | m?2 I

Figure 37: Exemplo - método das correntes de malhas

V< +

Solucao:

e Passo 1. Jyi, Jo, J3

e Passo 2:



ml:vi+v9o—E =0

Ri11 4+ Roto — £ =10

Ry(J1 —J3)+ Ro(Jy — o) = B

m2: —vy+vy3+vy=0

—Roto + R313 4+ Ry14 =0

—Ro(J1 — J9) + R3(Jo — J3+ RyJy =0
md . —v; —v3+vy; =0

—R111 — R334+ Ryi5 =0

—Ri(J3—J1) — R3(J3 — J2) + R5J3 =0

Rearrumando:

(R1 4+ Ro)J] — RoJy — RyJ3 =F
—RoJ1 + (Ro+ R3+ Ry)Jo — R3J3 =0
—R1J] — R3Jo+ (R1+ R3+ R5)J3 =0

que pode ser colocado na forma:



_R1—|—R2
_R2
—R;

— Ry

Ro+ Rs+ Ry

—Rj5

B

o

0

—R;
—Rs

Ri+ R4+ Ry ||

ouseja: Z.J=Ef, = J=2Z"1Ef

onde:

/. = matriz de impedancia
J = vetor das correntes de malhas
Ef = vetor das fontes de tensao

e Passo 3: Resolvendo, obtém-se Jy, Jo e J3

e Passo 4: Calcula-se (i, vp.), kel, b




4.3 Sistematizacao dos Métodos

As matrizes de admitancia Y e de impedancia
Z obtidas nos métodos de tensao nos nos e
de corrente de malhas podem ser deduzidas de
forma sistematica como mostrados a seguir.

A) Matriz de admitancia

Sejam:

A = matriz de incidencia (%(n_l)'b)

1 = vetor de correntes nos bipolos (%b)
v = vetor das tensoes nos bipolos (?Rb)
e = vetor das tensdes nos nés (R

J = vetor das correntes de malhas (R0~ ("—1)
Definindo uma matriz Y3 e um vetor [ tal

que:



Yy(i,5) = }%sez’:jou()sefonte

3ﬁlﬁ—ﬂ %Z#J
Iy(k) = —1I sek fonte de valor I

I(k) =0 caso contrario

Pode-se escrever as seguintes equagoes:

l.e =Y+ I
2. Ai =0 (de 1.3)
3.v = Ale (de 1.6)

Multiplicando a equacao 1 pela esquerda por
A, obtém-se:

Al = A)/})U—FAIb—O
= (AVANe = (—AI)

onde:



AV, Al = Y = matriz de admitancia vista
em 4.1

—(Al,) = I f = vetor das fontes de corrente
visto em 4.1

Exemplo:

No exemplo da Figure 35:

o O -




e obtém-se:




If=10

B) Matriz de impedancia

M = matriz de malhas (Q%b_m_l)'b)

i = vetor de correntes nos bipolos (R?)
v = vetor das tensoes nos bipolos (§Rb)
e = vetor das tensoes nos nos (3%("1—1))

J = vetor das correntes de malhas (R0~ (7—1))
Definindo uma matriz Zj e um vetor F, tal

que:



Zy(i,j) = R; sei=joul se fonte

= F sek fonte de valor E
Ey(k) =0 caso contrario

Pode-se escrever as seguintes equagoes:

l.v=Zp + Ey
2. Mv =0 (de 1.3)

3.4 = M'J (de forma similar ao obtido em

1.6)

Multiplicando a equacao 1 pela esquerda por
M ., obtém-se:

Muv = MZyi+ ME =0

= (MZ,M"J = (—~ME})



onde:

M ZyM' = Z = matriz de impedancia vista
em 4.2

—(MEy) = Ef = vetor das fontes de cor-
rente visto em 4.2

Exemplo:

No exemplo da Figure 37:

1 1 0 00 —1|
M=10 —-1110 0.
-1 0 —-101 0
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obtendo:

-R1—|—R2

e
R1+ R4+ Ry

Ro+ R34+ Ry

— Ry
— Ry

_R3

Z:
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