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Decomposicao Dantzig-Wolfe

1 Introducao

Métodos de decomposicao sao utilizados para abordar problemas
de grande porte com estruturas particulares ou de natureza com-
plexa. Existem na literatura, varios métodos de decomposicao pro-
postos para serem aplicados em problemas lineares. Vamos estudar
nesta secao, particularmente o método de decomposicao chamado
de Dantzig-Wolfe. Sao técnicas voltadas para abordar problemas
com estruturas bloco-angulares do tipo:

max f:[c’i ¢y .. ¢
AL A2 Al T [ ]
By by
(P)S sa By x| =|b
i Byl | b
x>0

Neste método, o problema original (P) é decomposto em um
problema mestre e tantos sub-problemas quantos forem os



blocos By. O problema mestre e os sub-problemas sao resolvidos
separadamente e iterativamente, utilizando simplex revisado. A
figura 1 sintetiza a metodologia.
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Figure 1: Interagao mestre-subproblema.

O método é baseado nos teoremas de combinacao convexa que
seguem.

Teorema 1: Seja X um conjunto convexo compacto em R",
E(X) o conjunto de seus pontos extremos e C{F(X)} o menor
conjunto convexo contendo F(X). Entao C{E(X)} = X.

Teorema 2: Seja X = {x | Az = b,z > 0} um conjunto
nao vazio e sejam x',1 = 1,2, ...,7 seus pontos extremos e raios
extremos. Entao todo x € X pode ser escrito como:

r=x_ N\ >0,i=1,2...,r
Zg:l )\@6@ :1



onde:

0 raio extremo

5 = { 1 } se ol {ponto e:z:tremo} de X

Teorema 3: Seja X = {z | Az = b,z > 0} um conjunto
nao vazio. Entao x € X se e somente se pode ser escrito como
combinacao convexa dos pontos extremos de X mais combinacao
linear nao negativa dos raios extremos de X:

r=x_ N, N >0,i=1,2,...,r
Z;ﬂzl )\151 :1

2 Principio da Decomposicao

Seja inicialmente o problema;

max f =cx

sa  Ayx =b
AQ.CU = b2
x>0

(P)

com AeR™ " e AeR™" e seja o poliedro convexo: Sy =
{z | Asx =by, x > 0} limitado. Dos teoremas 2 e 3, podemos
escrever:

{ T =Y, )\jxj,)\j >0,7=12,...,r



onde 2’ sao os pontos ou raios extremos do poliedro Sy. Temos
portanto:

max z=c > )\ja:j
sa A% )\ja:j = by
25 )\j5j =1
Aj >0

Chamando A2/ = p; e 'z = f;, obtemos:

maxr z =Y, fi\j

sa 25 pj)\j = by
25 >\j5j =1
Aj >0

(PM)

que tem (ml + 1) restrigoes, quando o problema original tinha
(m1+ m2).

Para escolher a coluna a entrar na base, ¢ preciso achar:

A

fi=ti== "

1

onde m = [m 7|, sendo 7 referente as restri¢oes ©; pjA\; = by
e m, a ¥; Ajo; = 1. Portanto:

A

fi=fi—m )| BT

1 = (Ct — 7T1A1>5€j — T




considerando que f; = c'a’. A coluna a entrar na base pode ser
escolhida fazendo:

A

(P1) fo= maz; fj=fi=(d—mA)rl —m,

Como z/ sao pontos ou raios extremos de Sy e % é um deles
(6timo de S9):

max (' —mA)x
(SP){ sa  Ayx = by
x>0

que é um problema equivalente a (P;). Assim, a coluna a entrar
na base é:

Alili's

pS: 1

com f, = cla?®.

3 Algoritmo

De uma maneira geral, seja o problema da forma:



max f:{clt1 ¢y .. ¢l
A A AT T
By b1
(P)S sa B, x| = b
i B, | by
x>0
™
45)
com T =
| Tp

Cada sub-problema (S P;) é da forma (aditivamente separaveis):

max (¢t — mA;)x;
(SP» Sa BZJS’Z = bl

e o problema mestre é da forma:

maxr z = Yp¥; f)\f
sa ij§A§ = b,
AR =1, k=1,2,...,p

k
M >0

(PM)

onde plf = Ay} e [} = cai.



Simplificadamente o algoritmo pode ser colocado como segue,
supondo solucao bésica inicial de (PM) conhecida, com base A’ e
multiplicador [m; 7,

Passo 1: Utilizando m; resolver os sub-problemas (SPF;), ob-
tendo:

ot = [z ah ... )] e 2 para cada (SP).

Passo 2: Caleular f; = maz; (20 — m,) e fazer teste de otimali-

dade:
® Se fj <0, a solucao é Stima, r* = ¥, Sier Mt
e Caso contrario, ir para Passo 3
Passo 3: Formar a coluna;

J
Ak;.fl?k,

p: 1

Aplicar simplex revisado, obter novo (A?)™!, 7 e voltar ao Passo
1. A seguir, vamos apresentar um exemplo.



4 Exemplo

Seja o problema:

min = o1 — 19— 213

sa r1+xo+x3 =3
OSCCQ
0§(133§2

X2

Figure 2: Interpretacao grafica do problema.

Assim: ' =[1 —1 —2],A=1[1 1 1] eb= 3. Inicializando
com os pontos extremos x' =[2 0 0]', 2> =[2 0 2]*, o problema
mestre fica:



min z = 2A1 — 2Xy

sa 20 +4X =3

(PM) A+ Ao =1
AL, A2 >0

Primeira iteracao:

Base inicial:

;|24
A_Ll

cuja inversa €:

=55 4

Logo, a solucao inicial é:

que corresponde a solucao dual:

[m mo] = (e)'(A) T =[-2 ¢

A solucao inicial fica: & = Mzt + Ma? =12 0 1]



e o sub-problema fica:

min z= [d —rAlx = 3z + 29
sa r e X

sp)]

onde:

OSJﬁSQ
X = OSIQ
OSZC3§2

ect=[1 -1 =2),r=-2eA=[11 1]
Da figura 2, podemos ver que a solucao Gtima de (SP) é x°

[0 0 0] que fornece z* = 0 < m, = 6. Portanto, nao est4 no étimo.

Segunda iteracao:

3 é um ponto extremo do problema (vide figura 1).

11

(A%) = (A1) 4° = {_0955 —21] m ) [2—1]

Note que z
Gerando a coluna para x

Ax3

3 _
A_l

Portanto:



Lembrando que:

) =los

sal Aj, entra A3 e obtemos:
cuja inversa ¢:

o que fornece:

—0.25 1

ol =@ = 2|

] = [—0.5 0]
A solucdo fica: T = A3z + Az? = [1.5 0 1.5]"

e o sub-problema fica:



min z= [ —wAlr = 1.5x; — 0.509 — 1.523
sa reX

sP)]

Este sub-problema tem solucao ilimitada devido x5, o que im-
plica —oo = 2z < m, = 0, ou seja, nao esta no 6timo.

Terceira iteracao:

Introduzindo um raio extremo para xo:

temos:

A== | T O =

0.25

Ao | 075

AS]

r = 2, ou seja, segunda linha sai, entrando A4 no lugar.



Como agora:

que fornece:

m o=@ =0 1|} | =10

A solucdo fica: T = A3z + Mt = [0 3 0]

Sub-problema fica:

min z= [d —r1Alx = 211 — 13
sa recX

sP)]

cuja solugao étima é z° = [0 0 2]* que fornece 2 = —2 < 7, = 0.
Portanto, nao esta no 6timo.



Quarta iteracao:

Vamos gerar a coluna para As.

A =

Como:

Axd

n=ls

r =1 e A5 entra no lugar de \s.

AI

(AT)”

Assim:

it

S



R L e [ R i

A solucdo fica: = Mat + Aszs = [0 1 2

Sub-problema fica:

min z= [d —rwAlx = 211 — 23
sa recX

sP)]
cuja solugao 6tima ¢ z° = [0 0 2] que fornece 2 = —2 =7, =

—2. Portanto, esta no étimo. Assim, a solu¢ao do problema (P) é
dada por:

T=Mat+ Xs2° =10 1 2]
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