Capitulo VI:

DUALIDADE
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DUALIDADE

A cada problema (primal) corresponde um outro (dual) formando o
par de problemas duais:

Prol_olema ¢ S Problema
primal dual

Considere um problema de producao cujas matérias primas sao
couro e pano

Primal: Problema de producao

Dual: Problema do acambarcador
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DUALIDADE

O acambarcador propoe comprar a matéria prima de fabrica,
interrompendo sua producao:

¢ A unidade de couro valera w' >0
A unidade de pano valera w2>0

Kk  Os valores de compra w! e w2 serao fixados arbitrariamente pelo
acambarcador. Entretanto eles deverao assegurar uma “vantagem”
para o dono da fabrica.
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PROBLEMA DA PRODUCAOQ ( PRIMAL)
O )

X4
X3
Maximizar f(x) = (25 35 50 33 36 ) X3
Xy
X5
s.a /)(1\ ~ Y X; = quantidade de
] X produto i fabricada
e 4 5 3 6 2 42
2 3 4 3 3||% 24
Xy
‘VANTAGEM”
3wl + 2w2 > 25 sapatos
4wl + 3w2 > 35 botinas
5wl + 4w?2 > 50 carteiras
3wl + 3w2 > 33 chapéus
6wl + 3w?2 > 36 malas

I =1 sapatos
I = 2 botinas

I = 3 carteiras
I =4 chapéus
I =5 malas
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A O desembolso do acambarcador sera:
=42 w' + 24 w?

Ele podera minimiza-lo manipulando os valores unitarios das
matérias primas : w! e w2

DEVE-SE VENDER A FABRICA?
PROBLEMA DO ACAMBARCADOR (DUAL)

Minimizar <& (w) =(w' w?2) {gi}

S.a

(w! WZ)B ‘; i g g}z (25 35 50 33 36)

w,>0

EM FORMA MATRICIAL

MAX f(x)=c x MIN J(w) =w b
s.a Ax<b s.a WA >c
x>0 w>0
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OBSERVACOES

[ Ds vetores b e c mudam de posicao.
[_No problema Primal (PP):

* maximiza-se a receita da fabrica, satisfazendo condicoes
de escassez de matéria prima.

* as variaveis sao quantidades produzidas.

[_No problema Dual (PD):

* minimiza-se o desembolso do agambarcador, garantindo
que a compra da matéria prima é vantajosa sobre a
fabricacao de qualquer produto.

* as variaveis sao os precos unitarios de venda dos
recursos (matérias primas).
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[ Ha correspondéncia, uma a uma, entre

[VARIAVEL DO] <> [RESTRlGAO D‘ﬂ PRODUTOS
PRIMAL DUAL

RESTRICAO Dcﬂ [ VARIAVEL DO] MATERIA
[ PRIMAL < DUAL PRIMA

_ E uma variavel do PRIMAL
Ou seja: PRODUTO" fornece uma restrigcio no DUAL

MATERIA PRIMA [vite-versa
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EXEMPLO

MAX f=16 x, +18 x,
X2 A s.a 2x,+ X, < 4
X, +3x, <3
X, X, >0
] (PP)
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EXEMPLO MIN @=4w'+3w?

s.a 2w+ w2>16
wl+ 3 w2>18
wl w2 >0

W2
16 § (PD)
A
12
g |- w3=0
2,
Q)
"\ X
C -""?'f;f wi=0
l l —
4 8\ 12 16 ~ w!
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[ 1 SOLUCAO DE (PP) PELO METODO SIMPLEX

f=(0) - (18) — (36)
A—- B—> C

[1 SOLUGAO DE (PD) PELO METODO SIMPLEX

= (48) — (36)
M —- C

[ 1 AOTRAJETO M’ — C’ DE (PD) CORRESPONDE

M - C
F = (48) — (36)

[ 1 O vértice M corresponde a uma solucao OTIMISTA: valor
melhor que o 6timo para a funcao objetivo, porém infactivel.
A evolucao M — C é no sentido de tornar a solucao menos
otimista e mais realista. Corresponde a um passo do METODO
DUAL SIMPLEX.

O™
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PROPRIEDADES DA DUALIDADE

RESULTADO 1

O DUAL DO DUAL E O PRIMAL

RESULTADO 2

Seja x" um valor factivel
de (PP), isto é:

Seja w um valor factivel
de (PD), isto é:

1l
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COMENTARIOS

1 (PP) é um problema de maximizagao
(PD) € um problema de minimizagao

1 O método simplex aplicado a (PP) evolui de solucao basica para
outra solucao basica sempre no sentido de aumentar a funcao

objetivo f(x)
Valores METODO SIMPLEX
de APLICADO A (PD)
3 (w)
g (w)
< Otimo VI

Valores A\
oo f(x)| METODO SIMPLEX
) APLICADO A (PP)

[ METODO DUAL SIMPLEX

Corresponde a aplicacao do método simplex ao problema dual,
trabalhando, entretanto, com o quadro do problema primal.

T2
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[ UMA DECORRENCIA: Se x° e w® sdo factiveis de (PP) e (PD) e

cx=wlb

= x0% e w? sdo solucoes otimas de (PP) e (PD).

[ QUTRA DECORRENCIA: Se um dos problemas tem valor ilimitado, seu
parceiro sera infactivel.
EXEMPLO

(PP)

Max f=-x, +2x,

S.a X1 - ZXZ
Xy ¥ X,

TS
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EXEMPLO

(PD)

Min @=4w!+ 3 w2

s.a wlh- w2> -1
2wl + wz > 2

wi>0 w2 >0
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RESULTADO 3

Se um dos problemas do par dual tem solucao étima finita,
o outro também tera.

TEOREMA FUNDAMENTAL DA DUALIDADE
Em relacao ao par de problemas duais, uma e somente uma
das alternativas é verdadeira:

« Ambos os problemas tem solucgao tipo o.

« Um tem solugao tipo 3 e o outro é infactivel.

« Ambos sao infactiveis.

EXEMPLO: Para aclarar a alternativa 3 X, A

Max f=3x, +2x,

X, X, >0 ——>

™™=

Departamento de Engenharia de Sistemas - (DENSIS) FEEC/UNICAMP



EXEMPLO: Para aclarar a alternativa 3

Min @= w!-2w?

S.a

wli- w2> 3
-wl+ w2> 2

wi,w2 > 0
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RESUMINDO

(PP) OTIMO FINITO (PD) OTIMO FINITO

(PP) ILIMITADO (PD) INFACTIVEL

<)
—)
(PD) ILIMITADO > (PP) INFACTIVEL
—)
—)

(PP) INFACTIVEL (PD) INFACTIVEL/ILIMITADO

(PD) INFACTIVEL (PP) INFACTIVEL/ILIMITADO
TEOREMA DAS FOLGAS COMPLEMENTARES

PORTANTO:

T
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CONCLUSOES

X(j) > 0 » ¢l =wl Al
producao > situacao ajustada
ativada produto concorre com acambarcador

c <w A > x°=0

j
produto nao resiste produto estava
a concorréncia do > fora do plano de
acambarcador producao

w, > 0 > A x°=b,
acambarcador deu ela estava sendo
preco para uma > usada sem folga
matéria prima

A;x°<b; > Wy =0
ha excedente de esta matéria recebe

matéria prima > preco nulo
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GENERALIZACOES

O (PP) que apresentamos tem apenas restricdes de desigualdade. Ha
outras formas de apresentacao do par dual, por exemplo, com (PP)
exibindo restricées de igualdade:

MAX f(x)=cx MINY = wb
(PP) | S-a Ax=b (PD)| S-a wA> c
x>0 w irrestrito
TéAEBREA'f PROBLEMA~DE PROBLEMA DE
MINIMIZACAO | MAXIMIZACAO
%,}.‘ 2 0 = N
%, <0 > %
v irrestrita = 5
() > >0 L
%, < <0 %,
(A = L= L,
%0 — irrestrita &
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