Capitulo Il

REVISAO DE ALGEBRA LINEAR
E
APLICACOES A PROGRAMACAO LINEAR
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UMA REVISAO DE ALGEBRA LINEAR

O coragao de um problema de Programacao Linear (PL)
é o conjunto de equacodes lineares.

Ax=Db

A

mXxn

E indispensavel saber resolver este
sistema de m (equacoes) lineares a n incognitas.

(v )
( 3 X
<— A — x1 b,
Ax= <8 :2 = [ b [=k
\E Am BJ ; bm
. ") \. J
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RESOLVER este sistema corresponde a:
= Determinar se ha inconsisténcia entre a suas equacodes

Se existir m numeros (escalares) y,,y,,... Y, t.q.

)
y,— (< A, >) b
1
Yy, —> e.ﬂz9 X =|b,
ym9 \eAmQJ bm
\. J

ViAi+y, A+ ...... +Y, A,=0=(< 0—=>)

y,b,+y, b, +...... +y.,.b,#0

» <——> INCONSISTENCIA
yb=0

J

Departamento de Engenharia de Sistemas - (DENSIS) FEEC/UNICAMP



= Determinar se ha equacoées redundantes e aponta-las para eliminacao

(y1! y25 ------ !Ym)'_/‘_gtalque
yA=0

& r <——> REDUNDANCIA
yb=0

Eliminagdo: uma das linhas A, X = b,

tal que y; # 0
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EXEMPLO

/‘

A+ A, +1.A+(1).A, +0.A,=0
b,+1. b,+1.b;+(-1). b, +0.b,=0

-A1 + 1-A2+('1)- A3+0- A4+('1)- A5=0
.b,+1. b,+(-1). b, +0. b, +(-1). by = 0

7 x0)
) )
2 0 1 6 1 1 1 X, 3
3 0 1 8 0 1 2 X, 1
4 4 4 16 2 2 -3 X, _ | 4
9 4 6 30 3 4 0 X 8
3 -4 1 4 0 1 7 Xg 5
/ N
S S

>~ = REDUNDANCIA

~/
~

_=> INCONSISTENCIA
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—> Garantida a consisténcia e eliminadas as redundancias
resta obter SOLUCOES do sistema.

Isto significa determinar valores de X = l* tais que:

Ax*=b

Analisando 3 casos

@ Matriz “em pé”’

A | x=b ou contém REDUNDANCIAS
ou é INCONSISTENTE
ou as duas coisas
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A = b
X
1 3 8
1 2 ..... m
1= {3, 1, 8}
Al LA X|=b
X;

Matriz “deitada”

na auséncia de INCONSISTENCIAS
e eliminadas as REDUNDANCIAS
tem uma infinidade de solucdes

®J={1,2,...n

Al x,+Ax; =b

x, = (A )y1{b-Ax,}
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X, =(A")'{b-AMx;}
A7 AN

VARIAVEIS VARIAVEIS
DEPENDENTES INDEPENDENTES

Fala-se de infinitas solu¢codes pois:
m
* Ha C,, maneiras de escolher o conjunto |

* Para cada conjunto | existem (n-m) variaveis independentes
que podem, cada uma delas, ser arbitradas em qualquer valor
(de - - a + ). Existem assim (n-m) graus de liberdade.

EXEMPLO: X
2 0 1 6 1 1 1 X2 3
3 0 1 8 0 1 2 X; | = |1 Ax=Db
4 4 4 16 2 2 -3 X, 4
X5
| ={6,1,4} Xg
J={2,3,5,7} X7
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obs: € importante que A' seja inversivel, isto é: uma base.
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©) Matriz “quadrada”

A X/ =|b ou é INCONSISTENTE— nada a fazer
ou é REDUNDANTE — apds eliminacao
cai no caso

anterior

Na auséncia de inconsisténcia e
redundancia, existe uma unica solucao

Resumindo: RESOLVER A X = b corresponde a:

« Determinar INCONSISTENCIA
. Detectar REDUNDANCIAS e elimina-las
« Determinar SOLUCOES para o sistema
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—> Vejamos mais detalhadamente a solugdo de um sistema
algébrico linear:

Sejam os vetores:

N N N N
1 2 6 3
1 3 8 1
2 4 16 4
~ ~ N N
e _/

Y

é uma base no R3

Sao vetores LINEARMENTE INDEPENDENTES, capazes de gerar todo R3
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1
1
2
N—
1 2
1 3
2 4

Neste caso, podemos afirmar que existem xg, X, X,, tais que

o

Esta inversao é trabalhosa

N
6

J16_/

ke
Il

Xy =
/'
1 2
1 3
_2 4

37
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19 METODO:
cofator, adjunto, determinante

20 METODO:

eliminacao de GAUSS - JORDAN
( o popular PIVOTEAMENTO)

E obtido através de operagoes elementares com as linhas,
O que nao altera o sistema.
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NN Y
O ) [= [
1 3 8 Xq| = 1
_2 4 16 \x9 4
~ ™~ ™~ Y
1 0 2 Xg 7
0 1 2 X, |5 | -2
0 -
~ 0@ \X‘}/ -2/
Checando:

Y Y

1 2

(1) +

N Y

6 Xg

X4

4

~ \x‘}/
N Y

0 Xg

0 X,
1 \x‘}/
N

3

(-1/2) =| 1
_4_

112
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20 METODO:

Decomposicao LU

— BN — BN
1 0 © ¥4 #
# 1 0 0 # #| X
g # 1 0 0 #
N— _ N— _
N _

o

A=LU y

N

— BN f/ BN A
1 0 © 1 2 6
1 1 0 0 1 2| X
2 0 1 0 0 4
N— _ N— _
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( A 4 A

—
1 0 0 Y, 3 y;= 3
1 1 0 Y, | = 1 —> y,=-2
\2 0 _1/ L Y3) 4 Y3 = - 2
Resolvendo agora em x
— -~ ()
1 2 6 X 3 X, =-1/2
0 1 2 X, | = 2| /™ X,=-
\0 0 i X4 2 X;= 8

Este 32 método é muito eficiente.
Trabalharemos entretanto com o 22 método por ser
- mais conhecido
- classico em diversas apresentacdes de aspectos conceituais
da P.L.
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—> Tomemos agora a matriz aumentada x

\
@ 6 1 0 0 3

2
1 3 8 0 1 o1
4

Pivoteando ,
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Esta operacao é equivalente a pré-multiplicar a matriz aumentada por

r \
1 0 0
PM1,6)= | 1 1 o0
2 0 1

\. y

Continuando os pivoteamentos temos

r \ ( )
1 0 2.3 -2 0 7 1 2 0
0 1 2 -1 1 0 -2 9 P(2,1)= o 1 0
0 0 @ 2 0 1 -2 o 0 1

\ J ~ g
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e finalmente

r ) r )
1 0 0 4 -2 12 8 1 0 -1/2
0 1 0 o 1 12 -2 | —»P(3,4)=| 0 1 1/2
0 0 1 :1/2 0 14  -1/2 0 0 1/4

\ ) \ y
Resumindo

1T >
—_—

P (3, 4). P(2, 1). P(1, 6) [A' 1 Q] - [1 (A1)

/I

Departamento de Engenharia de Sistemas - (DENSIS) FEEC/UNICAMP




VISAO GEOMETRICA: SOLUCAO DE UM SISTEMA LINEAR

‘ D Ax=b
(A1 A2) X1 b,
//\\ - T X2 b2

1 . \
A \ 2 2|(x,] [9

220
SOLUGAO: X, 2> 219 ‘16 16 (9] [5/2
' Xo| " la -2 6| |13 -1e|| 6] | 2
CASOS ESPECIAIS:
b colinear com Al —> X,=0

Al colinear com A2 —™> nio consegue gerar o R?
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EE)_TRES DIMENSOE - N
30 2| |Xx 8
A X = Q 0 4 2 X, | = 7
2 4 0 X, 4

N _ \ J \

pesos
— — -1 3\ e B
3 0 2 8 1
X4 2 4 0 4 5/2
\ J N _ \ J \ J

CASOS ESPECIAIS:
b no sub-espaco (plano) definido por AT A2 ) x3=0
A" no sub-espaco (plano) definido por A2 A3 [C) n&o gera R?
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* Significado geométrico da matriz inversa

— —~ — — ™~
4 -2 A2 (1 2 6 1 0 0
0 1 12/ |1 3 8|= |0 1 0

/2 0 14| |2 4 16 0 0 1

~— 7 g ~— -

\ J \U J \

Y Y Y
A1 A = 1

(«— v—>) (N A ) 1 o0 o)
E V2— 0 Wy 03] = 0 1 0

€<—vu—) (V Vv V¥, oo 1

Os vetores v, e ®; sdo ortonormais (e ordenados)
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se fossem so ortogonais

(e nao ortonormais)

e se nao fossem ordenados

/OO-B\

(6 o o)
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* COMBINACAO LINEAR DE VETORES

supondo v, e v, LINEARMENTE INDEPENDENTI,%S

a1V +a, 0= L

© I
I I
I _ ¥ -
I -1~
-
I 22 I
| ; Pode-se alcancgar qualquer
” _ I ponto do plano.
-
I -~ - 21 6
| -~ 1
-~ |
- I

-~
I
I
I
I
I
I
I
I
I

I R
] .
°
Dois casos particulares: | Vo
) Sea,>0 ea,>0geramos um cone

situado ente os dois vetores
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Sea, >0, a,>0ealém disso a, + a,=1 geramos um ponto
do segmento de reta entre v, e v,

v=v+ k (V- 0)

v, 1>k>0

V4 v=(1-k)vs+k v,

[

=a; Lyt aL,

0< a;;a,<1 a,+ a,=1

E a Chamada COMBINACAO CONVEXA
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No caso de 3 vetores L.l. temos:

0< a,,a,,a;<1 e a;+a,+a;=1
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NOCOES DE CONVEXIDADE

Conjuntos convexos Conjuntos nao-convexos

Conjunto convexo (S)

» Segmento ligando quaisquer dois de seus pontos pertence ao conjunto

VX, €S, V Xx,¢eS, X=oax,+(1-a)Xx,, 0<a<1

—) x&$S
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PONTO EXTREMO

* X é ponto extremo de um conjunto convexo S se nao puder
ser representado como combinacao convexa estrita de
pontos distintos de S

x1

X! =) ponto extremo

X*X* =) nao
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* Qualquer ponto do conjunto convexo S pode ser representado como
combinacao convexa de seus pontos extremos.
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- Se S for ilimitado () precisa o auxilio dos RAIOS EXTREMOS.

\ X = oy X'+ 0y X2+ 05 X3+ 0y X F 0 X°
A
X
®
S
o,
X
X3
X2 = 0Ly, Oy, Olzy Olgy Ol5 > 0
com
x* %\ ot o, oy = 1
X5
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 POLIEDROS CONVEXOS

A; X = b, € um hiperplano

A;x < b, € um semi-espaco

Semi-espacos e hiperplanos sao conjuntos
convexos.

A intersecao de semi-espacos e hiperplanos
é um poliedro.
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A intersecao de conjuntos convexos é convexa.

CONCLUSAOQ: O conjunto de solugdes factiveis do P.L.

(MAX)z=cx
s.a. A, x=b,
A x< b
x>0

é um POLIEDRO CONVEXO
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* FUNCOES

A\

N N N

o~

> > >
f(x) CONVEXA CONCAVA QUALQUER

x!, x!! ) otimos locais

*

X ) 6timo global

x! Xl X
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* O problema de achar o maximo (ou minimo) de uma fungao concava
(convexa) sobre o conjunto convexo é um PROGRAMA CONVEXO.

* Para um programa convexo um maximo local € um maximo global.

conjunto
convexo

f(x, x,) concava

x* 6timo global
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XA\ f(x,x,) nao concava

x! 6timo local
x* 6timo global
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A x! 6timo local

X x* 6timo global
f(x, x,)

céncava

~

z

z

~

A o s

1 S nao convexo X,

] >
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APRESENTACAO DE UM PROBLEMA LINEAR

Um P.L. genérico pode ser:

,
(MAX) Z= cx
sa. A Xx =b

4 A, x =b

A, x =b,

\ x 20

A forma padrao do P.L. acima é:

( (MAX) Z= cCcX
s.a. A x +v =b
< A X -uy =b v, — variavel de FOLGA
A, X = b, 3
\ x>0,v,>0,v. >0 v; =) variavel de EXCESSO
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* Caso existam variaveis irrestritas
X. = x.' - x!'
. ] :> J J J
X. Irrestrita em sinal

J x;>0, x>0

FORMA PADRAO DE UM PROBLEMA LINEAR

O método de solugido de um P. L. exige que ele esteja na FORMA PADRAO
A forma com desigualdade auxilia a visao geométrica
Analogamente

MAX) z = cx (MAX)

y 4
s.a. A

IS I

o IT
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UM PROGRAMA LINEAR P.L. E UM PROGRAMA CONVEXO

J Curvas de
Nivel de z

>
X5

SOLUCAO OTIMA FINITA DO P.L.E UM PONTO EXTREMO

Sejam x,, X,, ..., X, 0S pontos extremos de S. Portanto qualquer ponto de S

pode ser representado como combinagao convexa deles

X=0lg X;+0ly X+ ... + 0y x, com0: >0 1 =1,k

k
Y, o; =1
i =1
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Achar a solugao x* que maximiza z é achar

z=cx=oy(cyXq)+o,(C X))+ ... + o, (C Xp)

cxp= max {c;x}
i=1,2,...,k
fazendo o, =1 e demais o; =1 =) x=x, Pon’t(C)l e)étremo
e

CONCLUSAQ: Se existir uma solugio 6tima (finita) dp P.L.

(MAX) z = c¢cx Entao existe um ponto
Ax= b extremo do conjunto
- — } S de solucodes factiveis S
X > 0 . zen
== = que e otimo

CONSEQUENCIA IMPORTANTE:
o conjunto das solu¢des candidatas a 6timo de um P.L. fica restrito a um
numero finito de pontos ( os pontos extremos de S).

Departamento de Engenharia de Sistemas - (DENSIS) FEEC/UNICAMP



Solucao Basicade um P. L.

Sejao P. L.

com A (mxn),n>m.Tomando m vetores-coluna linearmente
independentes de A ( ou seja, uma base)

Al x, +AIX,=b

X = (Al ) '1Q - (AI ) '1AJ¥J
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x,=(A')-1b-(A") 1A,

Solucao Basica

Se além disso, x, > 0 temos uma solugao basica factivel do P.L.

Exemplo: Min 112 x; + 2x,+ 3x; + X,
s.a. X, +2X,+ 4X;+ 4x,= 6 “.>0
4x,+2x,+ X;+2x,=10 1=
A' x, +ATx;=b
| ={1. 4}

Solucao basica:

x,=0
. -1
| | | | b> x _ 14 6
1 =71 42| (10

Importante : A solucao basica referente a base | é Unica.
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SOLUCAO BASICA BASICA FACTIVEL DE UM P. L. E UM PONTO
EXTREMO DO CONJUNTO DE SOLUCOES FACTIVEIS (S).

Sejal ={1,2,...,m}uma base

(X,

X5

(P
Il
X

| >=01") solugio basica factivel

%),

Por absurdo, supor que x nao é um ponto extremo de S.
Entao, existe ueSeveS, u#vtal que x possa ser representado como
combinacao convexadepeyv.
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X=oau+(1-o)yv O<a<1

ou
(%) 7~ I VI
X, Ko Vs
X |=oaf Mm | +(1-a) | Vm
0 um+1 Vm+1
0
Oy UM WV

Comou>0ev>0e O0<a<1 [O) ui=vi=0Vi§fl e pela unicidade da
solucao basica

X=Uu=v :> X é ponto extremo de
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SOLUCAO BASICA BASICA FACTIVEL E PONTO EXTREMO DE S.

7
6 Forma Padrao

S (MAX) z = x, + x,

4 sa 2 X4+ X, + X3

3 X4+ X, + X,

2 X; * X5
1

X1 Xp X3 X4 X520
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Solucao Basica
Factivel

Ponto extremo A

Solucao Basica
Factivel

Ponto extremo B

Solucao Basica
Factivel

Ponto extremo C

IA={3’455}
|:> X4 =
Ja={1,2} X; =
IB={1!4!5}
) %=
Jg={3,2} Xy =
IC={1!255}
:> X3 =
Jc={3,4} Xy =
ID={1!2!3}
Jp={5,4} h
X, =
le={4,2,3}
|:> Xg =
Je={5,1} X4 =

X3=8
X4=7
X5=3
X,=4
X,=3
X5=3
X;=3
X, =2
X5 =
x,=1
X,=3
X3 =
X4=1
X,=3
X3 =

Solucao Basica
Factivel

Ponto extremo D

Solucao Basica
Factivel

Ponto extremo E
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Sel-={5,2,3},J-={4,1)}

Solucao Basica

X5 =1/2 .
X,=0 e Infactivel
az0 = T2 >
X3 = Ponto F
OBSERVACAO:
Ax=b A(m,n)
’ = - m n! 5!
- numero de solucoes basicas: C, = ml (n-m) =312 =10
/- ré
5 FACTIVEIS

(Pontos Extremos)
- na figura ha 9 solugdes basicas <

4 INFACTIVEIS
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UM METODO (SIMPLISTA) PARA RESOLVER UM P.L.

1/ Listar todas as solucoes basicas factiveis do P. L.
2/ Avaliar a fungao objetivo sobre elas e escolher a de maior valor.

Desvantagens desse método exaustivo:
1/ Cr: pode ser muito grande

2/ solucao ilimitada
3/ P.L. inconsistente

Método mais inteligente ——>
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FORMA PREPARADA DE UMP.L.

Sejao P.L.
(MAX) z=cx A (m.n),n>m, e por hipotese o
s.a Ax=b sistema A x = b é nao degenerado,
x>0 nao redundante e nao inconsistente.

Seja uma base qualquer factivel |

c' x, + ¢’ x;=2z (MAX)

x>0 x;>0
Z
c ) X,
m-  _|b
Al A’
X;
n
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(A (AT x + Ax=b) ——> x,=(A)'b-(A)"Ax
substituindo na fungao objetivo

c'=[(A")'b - (A)TA'x;] + ¢’ x;=z (MAX)
c'=(A)'b+[c’-c' (A")"AY] x;=z (MAX)

Definindont=c' (A')' e 2z,=mnbtemos

(0x +(c-nA)X, =2(MAX)-z
Fo;ma ) 1x + (A!)1 A X, = (A')"1b
ZI 2 g ’ ZJ 2 g
N
X
00....00 c’-nA’ = z-z,
1 —
L I Y
] (A')'1 AJ
1
1 X;
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que é a FORMA PREPARADA de um P.L.

X, —» Variaveis Basicas

X; —» Variaveis nao Basicas

Al = (A')'1 -AJ
b = (A
& = [0, c’- 1 A'] Vetor de custo relativo
a’ base |
n = ¢ (A)'] Vetor multiplicador relativo
a’ base |
[ &x,=2(MAX) - 2,
{4 1xA%%=b FORMA
S A= — PREPARADA
L X >0 x;>20
. SOLUCAO
x, =(A)'b > 0 —>  BASICA
Fazendo x;=0 —) 4 FACTIVEL
|Z¥%0 —> VALOR DA FUNGAO

OBJETIVO PARA ESTA
SOLUCAO BASICA
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